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Parte I 


Ecuaciones diferenciales 


Introducción 


Al estudiar un fenómeno físico, con frecuencia no es posible 
hallar de inmediato las leyes físicas que enlazan las magnitudes 
que caracterizan dicho fenómeno. Pero, al mismo tiempo, es fácil 
establecer la dependencia entre esas magnitudes y sus derivadas 
o sus diferenciales. Así obtenemos ecuaciones qu contienen las 
funciones desconocidas, escalares o vectoriales, bajo el signo de 
derivada o de diferencial. 

Las ecuaciones en las cuales la función desconocida, escalar 
o vectorial, se encuentra bajo el signo de derivada o de diferen- 
cial, se llaman ecuaciones diferenciales. Veamos algunos ejemplos 
de ecuaciones diferenciales. 


1) @=—#х es la ecuación de la desintegración radioactiva. 


(k es la constante de desintegración; x es la cantidad de sustancia 
no desintegrada en el momento de tiempo 1; la velocidad de desin- 
tegración @ es proporcional a la cantidad de sustancia que se 
desintegra). 

2) тав (i r, £) es la ecuación del movimiento de un punto 
de masa m, bajo la influencia de una fuerza F dependiente del 
tiempo, de la posición del punto—determinada por el radio-vec- 
tor r—, y de su velocidad @. La fuerza es igual al producto de 
la masa por la aceleración. 

3) Py и 2 4np(x, y, 2) es la ecuación de Poisson, a la 

рж ду дА “Ж ы 
cual satisface, por ejemplo, el potencial u(x, y, 2) del campo electros- 
tático; p(x, y, г) es la densidad de las cargas. 

$ зе indican los métodos para hallar las funciones incógnitas, 
determinadas por las ecuaciones diferenciales, se habrá hallado 


así la dependencia entre las magnitudes indicadas. La búsqueda de las 
funciones desconocidas, determinadas por las ecuaciones diferenciales, 
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es precisamente el problema fundamental de la teoría de las ecua- 
ciones diferenciales. 

Si en una ecuación diferencial las funciones desconocidas, 
escalares o vectoriales, son funciones de una sola variable, la ecua- 
ción diferencial es llamada ordinaría (por ejemplo. las ecuacio- 
nes 1) y 2)). Si, en cambio, la función desconocida cs función de 
dos о más variables independientes, Ja ecuación diferencial se llama 
ecuación en derivadas parciales (por ejemplo, la ecuación 3)). 

Se denomina orden de la ecuación diferencial al grado de la 
derivada (o diferencial) máxima de la función desconocida, que 
figura en la ecuación. 

Se llama sotución de la ecuación diferencial a una función que, 
al ser sustituida en la ecuación diferencial, la convierte en una 
identidad. 

Por ejemplo, la ecuación de la desintegración radioactiva 


= (1) 


tiene la solución 
с“, (1,1) 


donde c es una constante arbitrari 

Es evidente que la ecuación diferencial (1.1) aún no determina 
por completo la ley de desintegración %=x(f), Para su completa 
determinación hay que conocer la cantidad de sustancia que se 
desintegra x, en un momento in fa Si xp es conocida, enton- 
ces, tomando en cuenta la condición х (,) = хо, de (1.1,) hallamos 
la ley de Ja desintegración radioactiva: 


ret lo, 


El proceso de determinación de las soluciones de una ecuación 
diferencial se llama integración de la misma. En el ejemplo ante- 
rior hallamos fácilmente la solución exacta, pero, en casos más 
complejos, con frecuencia es necesario utilizar métodos aproxima» 
dos de integración de dichas ecuaciones. Estos métodos de aproxi- 
mación:hasta hace poco conducían acáleulos engorrosos, pero ahora las 
rápidas calculadoras electrónicas son capaces de hacer ese trabajo 
con una velocidad de varias decenas o aún centenas de miles de 
operaciones por segondo. 

Veamos más detalladamente el problema más complejo, men- 
cionado antes, de la determinación de la ley del movimiento r=r (1) 
de un punto material de masa m, bajo ta acción de una fuerza 


dada Е (/, r, г). Según la tey de Newton, 
me=F(t, гт). (12) 
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Por lo tanto, el problema se reduce а la integración de esta есиз- 
ción diferencial. Es evidente que la ley del movimiento aún no 
queda determinada por completo si. se dan la masa m y la fuerza F; 
hay que conocer también la posición inicial del punto 


ECE) = Fa (1.2) 


y su velocidad inicial 
Fo) = (129 


Indiquemos un método muy natural рага la resolución aproxi; 
mada de la ecuación (1.2), con las condiciones iniciales. (1:2,) y (1.24). 
La idea de este método puede servir para la demostración de la 
existencia de la solución del problema considerado. 

Dividamos el segmento de tiempo fa<. <T, en el cual se exige 
determinar la solución de la ecuación (1.2) que satisíace a Jas 
condiciones iniciales (1.2,) y (1-24), еп л partes iguales de longitud 


Mor 6), 4 o Ba TA 


li=ty kh (k=1,2,...,1n—1). 


En los límites de cada uno de estos pequeños (para grandes valo- 
res de n) segmentos de tiempo, la fuerza F(z, r, r) varía poco (supo- 
nemos que la función vectorial F es continua); por eso, aproxima- 
damente puede ser considerada constante en cada segmento de tiempo 
12,2, 4] e igual, por ejemplo, a su valor en el punto frontera 
izquierdo de cada segmento. Más exactamente, en el segmento 
Ito, £,1 la fuerza Р (£, r, r) se considera constante e igual a F (to, To, гу). 
Admitiendo esto, de la ecuación (1.2) y de las condiciones inicia- 
les (T.2,) y (1.2,), es fácil determinar ја ley del movimiento r, (() 
en el segmento 12, fı) (el movimiento será uniformemente variado) 
y, por lo tanto, en particular son conocidos los valores r,(f,) y 
f, (f). Por este mismo método se determina aproximadamente la 
ley del movimiento r,(f) en el segmento [/,, 2,], considerando en 
él a la fuerza F constante e igual a Е(/,, г, (fi), г, (£,)). Continuado 
este proceso, determinamos la solución aproximada r,(f) del pro- 
blema con condiciones iniciales planteado, para la ecuación (1.2) en 
todo el segmento (tu, Т]. 

Está claro intuitivamente que cuando п — оо, la solución 
aproximada г, (t) debe tender a la solución exacta. 

Obsérvese que la ecuación vectorial (1.2) de segundo orden puede 
sustituirse por un sistema equivalente de dos ecuaciones vectoriales 
de primer order, si consideramos la velocidad у como una segunda 
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función vectorial desconocida: 


а 
а 


м Ет, у}. (з) 


Cada ecuación vectorial en el espacio tridimensional puede ser 
sustituida, proyectando sobre los ejes de coordenadas, por tres 
ecuaciones escalares. Por lo tanto, ta ecuación (1.2) es equivalente 
a un sistema de tres ecuaciones escalares de segundo orden, y el 
заста (1.3), а un sistema de seis ecuaciones escalares de primer 
orden, 

Finalmente, podemos sustituir una ecuación vectorial (1.2) de 
segundo orden en el espacio tridimensional por una ecuación vecto- 
rial de primer orden en el espacio de seis dimensiones, cuyas coor- 
denadas son las coordenadas 7,, г, y r, del radiovector r(1) y las 
0.0, y v, del vector velocidad y Losttísicos llaman a este espacio, 
espacio de fases. El radiovector_R(*) en dicho espacio tiene coor- 
denadas (Fy fys lr Uyi Uyi 07). En esta notación, el sistema (1.3) 
toma la formá: à 


dR 
STO, R (0) (1.4) 


(las proyecciones del vector Ф en el espacio de seis dimensiones 
son las correspondientes proyecciones de los segundos miembros 
del sistema (1.3) en el espacio tridimensional). 

Bajo esta interpretación, las condiciones iniciales (1.2) y (1.2) 
se sustituyen por la condición 


R (to) = Ra- (1.4,) 


La solución de la ecuación (1.4) К = Ё (/) será una trayectoria en 
el espacio de fases, en la que cada uno de sus puntos corresponde 
a cierto estado momentáneo del punto en movimiento: a su posi- 
ción r(f) y a su velocidad v(t). 

Si aplicamos el método aproximado arriba expuesto a la ecua- 
ción (1.4) con condición inicial (1.4), entonces en el primer seg- 
mento {fo f,T-la función vectorial D(f, R(0) debe considerarse 
constante e igual a ® (fe, В ()), De este modo, рага ta <! < fr +A, 


D=O Uo к), 


de donde, multiplicando por df e integrando entre los limites 1, y £, 
-obtenemos una función vectorial lineal R (f): 
Ri) =R (fo) + D (os R (to) (2—44). 
En particular, para / = f, tendremos: 
R (H) =R (1) АФ (t. R (ta). 
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Repitiendo el mismo razonamiento en los segmentos siguientes, 
obtenemos 


R (t3) = R (1) +40 (А, К (5), 
R (a-d) 


Aplicando estas fórmulas n veces, llegamos al valor R (7). 

En este método, la solución buscada R(/) se sustituye: aproxi- 
madamente por una función vectorial lineal a trozos, cuyo gráfico 
es una línea quebrada, llamada quebrada de Euler. 

Con frecuencia en las aplicaciones prácticas se encuentrá un 
planteo di te del problema para la ecuación (1.2): las condiciones 
complementarias se dan no en uno, sino en dos puntos. Este pro- 
blema se denomina problema de contorno о de frontera, a diferencia 
del problema con las condiciones (1.2,) y (1.2,), llamado problema 
con condiciones iniciales, o problema de Cauchy. 

Supongamos, por ejemplo, que se pide que el punto material de 
masa m, el cual se mueve bajo la acción de la fuerza F (f,r(0), F (D), 
que se hallaba en el momento inicial £=1, en la posición r= ro, 
quede en el momento £==f, en la posición r=r; es decir, que 
hay que resolver la ecuación (1.2) con las condiciones de frontera 
(б) го, (0) = гу. Muchos problemas balísticos se reducen a este 
problema de frontera. Es evidente que aquí la solución con frecuen- 
cia puede no ser única, ya que del punto r(í)=r, se puede 
llegar al punto r(f)==r, por la trayectoria rasa y por la pendiente. 

La finalidad fundamental de la teoría de las ecuaciones diferen- 
ciales es la resolución exacta o aproximada de los problemas con 
condiciones iniciales y de los problemas de contorno; no obstante, 
a veces se exige aclarar, o no hay más remedio que limitarse a 
aclarar sólo ciertas propiedades de las soluciones. Por ejemplo, con 
frecuencia se exige establecer si existen o no soluciones periódicas 
u oscilantes, valorar la velocidad de crecimiento o decrecimiento 
de las soluciones, aclarar si cambia mucho o no la solución para 
pequeñas variaciones de las condiciones iniciales. 

Detengámosnos más detalladamente en el último problema, apli- 
cado a la ecuación de movimiento (1.2). En las aplicaciones prácti- 
cas, los valores iniciales г, y т, casi siempre son el resultado de 
ciertas mediciones y, por consiguiente, inevitablemente se determi- 
nan con cierto error. Por eso, surge naturalmente el problema acerca 
de Ja influencia de una pequeña variación de las condiciones inicia- 
les sobre la solución buscada. 

Si una variación arbitrariamente pequeña de las condiciones 
iniciales puede producir cambios significativos de la solución, entonces 
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la solución determinada por los valores iniciales inexactos г, y fa 
no tiene generalmente ningún valor práctico, ya que ésta no describe 
ni siquiera aproximadamente el movimiento del cuerpo considerado. 
Por lo tanto, surge el problema, de gran importancia práctica, de 
hallar las condiciones bajo las cuales una pequeña variación de 105 
valores iniciales г, y г, ocasiona sólo un pequeño cambio de la 
solución r (f) que éstos determinan. 

Un problema análogo surge también en los problemas en los 
que se exige aclarar con quí exactitud hay que dar los valores 
iniciales rẹ y г, para que el punto en movimiento se desplace con 
gra exactitud dada por la trayectoria exigida о llegue a una región 

lada. 

También es de gran importancia el problema de la influencia 
de ppa sumandos en el miembro derecho de la ecuación (1.2), 
es decir, de fuerzas pequeñas, pero de acción constante. 

En algunos casos estas pequeñas fuerzas, que actúan durante un 
gran intervalo de tiempo, son capaces de alterar fuertemente la 
solución, por lo que no se las puede despreciar. En otros casos, la 
variación de la solución por la acción de estas fuerzas es insignifi- 
cante, y si ella no sobrepasa la exactitud de cálculo exigida, pode- 
mos despreciarlas. 

Más adelante se expondrán los métodos de integración de las 
ecuaciones diferenciales y los procedimientos más simples de análisis 
de sus soluciones. 


CAPITULO 1 


Ecuaciones diferenciales 
de primer orden 


$ 1. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN RESUELTAS RESPECTO A 
LA DERIVADA 


Una ecuación diferencial ordinaria de primer orden y de primer 
pedo. si se resuelve respecto a la derivada, puede escribirse en la 
orma 


о, 
Un ejemplo simple de tal ecuación, 

di 

Ф210). 


se analiza еп el curso de cálculo integral. En este caso simple, la 
solución 


у= fodre 


contiene una constante arbitraria, que puede determinarse si se conoce 
el valor y (xp) = yo; entonces 


у= д. 
» 


Más adelante será demostrado que, bajo algunas limitaciones 
establecidas sobre la función j (х, y), la ecuación 


EI) 


tiene también una solución única, que satisface la condición 
у(х) =й, y su solución general, es decir, el conjunto de soluciones 
que contiene sin excepción a todas las soluciones, depende de una 
constante arbitraria. 

La ecuación diferencial L=f(x, y) establece una dependencia 


entre las coordenadas de un punto y el coeficiente angular de la 
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tangente 49 a la gráfica de la solución en ese punto, Conociendo 


ax y a y, se puede calcular 4. Por consiguiente, la ecuación di- 
ferencial de la forma considerada determina un campo de direccio- 
nes (fig. 1.1), y el problema de 
la integración de la ecuación di- 
ferencial se reduce a hallar las 
llamadas curvas integrales, para 
las cuales la dirección de las tan- 
gentes a éstas coincide en cada 
punto con la dirección del campo 


Ejemplo 1. 


буи 
ах 


Fig. 1.1 Еп сада punto, diferente del punto 

ig. (0, 0), el coeficiente angular de la tan- 

gente a la curva integral buscada es igual а la razón 2, o sea, coincide con el 
coeficiente ongulur de la recta dirigida desde el origen de coordenadas al mismo 
punto (x, м). En la fig. 1.2 está representado con flechas el campo de direcciones 
determinado por la ecuación estudiada. Evidentemente, en este caso las curvas 


Fig. 1.2 Fig. 1.3 


Integrales serán las rectas y 


g que ls direcciones de estas rectas coinciden 
en todas pariés con la direcci 


jei campo. 


Ејетріо 2 
dž 
а=— у 
Obsérvese que el coeficiente angular de la tangente a las curvas integrales busca- 


das, -5 y el coeficiente angular L de la tangente a las curvas integrales 
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del ejemplo 1, satisfacen en cada punto la condición de ortogonalidad: 


© Lt Por lo tanto, el campo de direcciones definido por la ecuación 


Y 
dilerencial considerada es ortogonal al campo representado en la fig. 1.2, 
Es evidente que las curvas integrales de la ecuación Eh son circunferen- 


cias con centro en el origen de coordenadas: хї--у#==‹? (fig. 1,3) (más exacta- 
mente, semicircunferencias, у= У 2217 е у= У), 


Ejemplo 3. 

dy 

а 

Para ta construcción del campo direccional, hallemos el lugar geométrico de los 
puntos en los cuales las tangentes a las Curvas integrales buscadas conservan 
una dirección constante. Tales líneas se Патап isocfinas. La ecuación de las 
Isoclinas se obtiene considerando Ж „ donde #ез una constante; V IF y7 =k, 


6 а-у ==}. Por consiguiente, en este caso las isostinas son circunferencias con 
centro en el origen de coordenadas, y el coeficiente angular de la tangente a las 


VEFE 


Fig. 14 


curvas integrales buscadas es igual al radio de dichas circunferencias. Para cons- 
truir el campo direccional, damos a la constante k ciertos valores determinados 
(véase la fig; 1-4, parte izquierda), Luego de esto зе puedon ya trazar en forma 
aproximada las curvas integrales buscadas (fig. 1.4, parte derecha). 
Ejemplo 4. 
y =1+x 

Las isoclinas son las hipérbolas k=xy-+1, o bien хуй 1; para k=l, la 
hipérbola degenera en el par de rectas х=0 е y==0 (fig. 1.5). Para k=0, obte- 
nemos la isoclina 1-2-1 Esta hipérbola divide al plano en partes, en cada 
una de las cuales y” conserva el signo constante (fig. 1.6). Lascurvas integrales 
ҮРӨ); al cruzar la hipérbola | 4 xy=0, pasan del campo de crecimiento de 
а función y (х) al campo de su decrecimiento, o viceversa. Porello, en las ramas 
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de, esta hipērbola se hallan los puntos de máximo y de mínimo de las curvas 
integrales. 

А" clerminemos seguidamente el signo de la segunda derivada en las diferentes 
regiones del plano: 


Y ху +y о bien y (1) ухо y 


La curva x7(*41)y=06, 


ría ПЕ 


(lig. 1.7) divide al plano en dos partes, en una de lascuales y” < 0 y, por con- 
Siguiente, las curvas Integrales son cóncavas hacia las y negativas, y en la otra 


Fig. 1.5 Fig. 1.6 


Т.б, que ибис que las curvas integrales son cóncaras hacia las y posi- 
ivas, Al cruzar lu curva (1.1)> las curvas integrales pasan de la convexidad a la 
concavidad y. por consiguiente, en esta curva se encuentran los puntos de in- 
flexión de las curvas integrales. 


Fig. 1.7 


Coino resultado del análisis realizado, se conocen el campo de crecimiento 
ya de decrecimiento de las curvas дез, la ubicación de los máximos y de 
minimos, la región de convexidad y la de concavidad, así como la disposición 
de los puntos de inflexión, y la isoclina k=1. Estos datos son suficientes para 
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hacer un esbozo de la disposición de Jas curvas integrales (lig. 1.8), pero se hu- 
bieran podido trazar algunas isoclinas más, lo que nos permitiria precisar más 
dicha disposición. 

y 


Fig. 1.8 


En muchos problemas, en particular en casi todos los problemas 
de carácter geométrico, las variables x e y son equivalentes. Por 
ello, en dichos problemas, si éstos se reducen а la resolución de la 
ecuación diferencial 


Ela (2 
es natural considerar, conjuntamente con (1.2), también 

& і (1.3) 

dy Hg” E 


Si ambas ecuaciones tienen sentido, entonces son equivalentes, 
ya que si la función y=y(x) es solución de la ecuación (1.2), la 
función inversa pa es solución de (1.3) y, por lo tanto, las 
ecuaciones (1.2) у (1.3) poseen curvas integrales comunes. 

Si, en cambio, en algunos puntos una de las ecuaciones (1.2) 
o (1.3) pierde su sentido, entonces en esos puntos es natural susti- 
tuirla por la otra ecuación. 


Por ejemplo, la ecuación 4 = carece de sentido para x=0. 
Sustituyéndola por la ecuación Gh cuyo segundo miembro ya 


no pierde el sentido para x==0, hallamos, como complemento a Jas 
Soluciones encontradas anteriormente у= сх (véase la pág. 18) otra 
curva integral, x=0, de esla ecuación, 
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$ 2. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARÁBLES 
Las ecuaciones diferenciales del tipo 
Hlo) dy =f (5) ds (14) 
se llaman ecuaciones con variables separadas. Consideremos que las 
funciones f, (х) y fa(y) son continuas. 

Supongamos que y(x) es solución de esta ecuación; entonces, al 
sustituir y(x) en la ecuación (1.4), obtenemos una identidad que, 
al ser integrada, da 

{ау л ода, 
donde c es una constante arbitrari 

Hemos obtenido una ecuación finita *) (1.5), satisfecha por todas 
las soluciones de la ecuación (1.4). Además, cada solución de la 
ecuación (1.5) es solución de la (1.4), ya que si una función y(x). 
al ser sustituida en la ecuación (1.5), la transforma en una iden- 
tidad, entonces derivando dicha identidad obtenemos que y(x) sa- 
tisface también a (1.4). 

La ecuación finita D(x, y)=0, que determina la solución y(x) 
de la ecuación diferencial como función implícita де x, se Iama 
integral de la ecuación diferencial considerada. 

i esta ecuación finita determina sin excepción todas іаѕ solu- 
ciones de la ecuación diferencial dada, entonces se llama integral 
general de dicha ecuación diferencial, Por consiguiente, la ecuación 
(1,5) es Шыр! general de la ecuación (1.4). Рага que (1.5) deter- 
mine y como función implícita de x, es suficiente exigir que f,(y) #0. 

Es posible que en algunos problemas no sea posible expresar las 
integrales indefinidas $ f, (x)dx y $ fa(y)dy en funciones elementa- 
les; pero, a pesar de esto, consideraremos resuelto también en este 
caso el problema de la integración de Ja ecuación diferencial (1.4), 
en el sentido de que lo hemos reducido a un problema más simple, 
ya estudiado en el curso de cálculo integral: el problema del cál- 
culo de las integrales indefinidas (de cuadraturas **) . 

Si hay que obtener la resolución particular que satisface la con- 
dición y (xa) = уу, ésta evidentemente se determina por la ecuación 

х 


Н 
hady = |h (dx, 
А А 


*) Es decir, una ecuación en la que no figuran ni derivadas ni diferenciales 
(N. de la Кед.) 

**) Como el término “integral” en la teoría de ecuaciones diferenciales se 
utiliza frecuentemente en el sentido de integral de la ecuación dilere en- 
tonces para evitar contusiones, para las integrales de las funciones, (10945, ge- 


neralmente se utiliza el término “cuadratura” 
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la cual se obtiene de 


A Р 
{оа {п (dee, 
А А 

utilizando las condiciones iniciales у(х) = yẹ- 


Ejemplo 1. 
ү xdx+ydy=0. 


Las variables están separadas, ya que el coeficiente de dx es función sólo de, х, 
y el coeficiente de dy, sólo de y. Integrando, obtenemos 


{х&+ иаи o bien иие 


que es una familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas 
(отрича соп el ejemplo 2, pág. 18). 


emplo 2 
rate. 
Integrando, obtenemos 
( di 
gy = | ©” 
[еа 


Las integrales | e** dx y £ no se resuelven en funciones elementales; sin 


la ecuación original se considera integrada, puesto que el problema fue 
-uadraluras. 


Las ecuaciones del tipo 


Pi (1) da (9) de = pa (2) Y (4) dy, 


en las cuales los coeficientes de las diferenciales se descomponen 
en factores dependientes sólo de x o de y, se llaman ecuaciones di- 
ferenciales con variables separables, ya que dividiendo entre y, (y) Ф, (х), 
éstas se reducen a una ecuación de variables separadas; 


CAC Ф) 
9р 


Obsérvese que la división entre Pp (0) Ф, (х) puede conducir а la 
pérdida de soluciones particulares, que reducen a cero el producto 
vb, (4): Ga (2); si las Funciones їр (4) y Фа (х) pueden ser discontinuas, 
es posible la aparición de soluciones superfluas, que reducen a cero 
el factor 


1 
ADIOS 
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Ejemplo 3 

W E ү н 
90=-5 (compárese con el ej 
tegramos: 


пріо 1, pág. 18). Separamos variables e in- 


Y E 
Лаа. с>®. 


Potenciando, obtenemos | y Jas Si se consideran sólo soluciones lisas*), en- 
tonces la ecuación | 1 = ©] |, dondec > 0, es equivalente a la ecuación y= £ cx. 
o bien y=c1x, donde сү puede tomar valores positivos о negativos, pero c, % 0. 
Si tomamos en cuenta que al dividir entre y se pierde la solución y=0, enton- 
ces se puede considerar que en la solución уте сух, la constante су adquiere tam- 
bién el valor q=0, para el cual obtenemos la solución anteriormente perdida. 
У observación. Si еп el ejemplo 3 se considera que las variables хе y 


son equivalentes, entonces la ecuación $=% . que pierde el sentido para x=0, 


dobe ser completada con ln ecuación S=% (véase la рак, 21), la cual evi- 


dentemente posee la solución x=0, que no está contenida en la solución у= дул 
hallada anteriormente. 


Ejemplo 4. 
all +g) de— y (14-20) dy=0. 
Separamos variables e integramos: 


ydy _ хах ydy (хах |. 
EPT? JIPA фе 
lo (149) = (14) Ha 1e (1420. 


Ejemplo 5, 
de Š 
Gn YA 


Hallar la solución x (2) que satisface la condición x (1)=1. 
Separamos variables e integramos: 


А 


( E (at, Из 
К 


үЗҮх 


Ejemplo 6, Como ya fué mencionado en la introducción, se ha estable» 
cido que la velacidad de desintegración radioactiva es proporcional a la cantidad x 
de sustancia aún no.desintegrada. Haltar la dependencia de x respecto al tiempo £, 
si en.el. momento inicial para f=xÉo. era x= xy б 
Súpondremos conocido el costiciente de proporcionalidad A, Mamadó consiante 
deldesíntegración. La etuación diferencial del proceso tendrá Ja forma 


de 


— he “© 


di 


*) Es decir, soluciones que poseen primera derivada continua (V. de la Red.) 
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(el signo—indica que x decrece cuando £ aumenta, # > 0). Separando variables 
€ integrando, se obliene 
Esa Таро 00), 


de donde 
amp il, 


Determinemos también el periodo de semidesintegración т Q sea, el tiem- 


ро durante el cual se desintegra -y xo 7 obtenemos х= 
=", de donde 1—12 


No solamente la desintegración radioactiva, sino también cualquier otra reac- 
ción monomolecular, еп base a la ley de acción de las masas, se describe por 


la ecuación а-ы, donde х es la cantidad de sustancia que aún по ha reac- 


cionado, 
La ecuación 


kr, k>0, an 


que se diferencia de la (1.6) sólo en el sigao del segundo miembro, describe 
muchos procesos de “reproducción” (o “multiplicación”), por ejemplo, la "repro. 
ducción" de la cantidad de neutrones en las reacciones nucleares en cadena, ola 
reproducción de la cantidad de bacterias, suponiendo que se encuentren en un 
ambiente óptimo y que. por еПо, la velocidad de su crecimiento sea proporcional 
a la cantidad de Bacterias presentes. 

La solución de la ecuación (1.7) que satistace la condición (1) =x, tiene 
la forma хехе 19 y, a diferencia de las soluciones de (1.0), x(1) no dismi- 
nuye, sino que crece exponencialmente con el incremento de i. 

Ejemplo 7, 

de 


der 


Trazar las curvas integrales sin integr 
polares. 
La ecuación tiene las soluciones evidentes p=0, y 


la ecuación; p y «p son las coordenadas 


3 э) ур=4. Рага0 < р < 2, 
ФУ жар de 
др> 0 рта 2< p< Agg <O y par pt ¿> 


Por lo tanto, las curvas integrales son las circunferencias p=2 y p=4, y las 
espirales que se “envueiven”, al aumentar Ф, en la circunferencia 
ceesenvasiten”, de la circunferencia p=4. Las curvas integrales cerradas, en en: 
tornos suficientemente pequeños de las cuales todas las curvas integrales son es- 
pirales, se ilaman cielos límite. En el presente ejemplo las circunterencias p=2 
y e =4 son ciclos límite, 

Ejemplo 8. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parábolas 
y=ax. 

Se denominan trayectorias ortogonales de una familia dada de curvas a las 
lineas que cortan en ángulo recto las curvas de dicha familia. Los coeficientes 
angulares y, e y, de las tangentes a las curvas de la familia dada y a las tra- 
yectorias orfogonales buscadas, deben satistacer en cada punto a la Condición de 
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ortogonalidad y,=— w Para la familia de parábolas y'= axt, hallamos p' == Зах, 
Д 


о bien, puesta que а= А, у -Y. Por consiguiente la ecuación dilerencial de 
Jas trayectorias ortogonales buscadas tiene la forma y =— Ж. 


y 
Separando variables. hallamos 2y dy-+xdx=0, e integrando, oblenemos la 
familia de elipses 


e 


а Р 
Lay 
(е. 19). 


Ejemplo 9. Ses u=xy el potencial de las velocidades de una corriente 
líquida plano-paralela, Hallar la ecuación de las lineas de la corriente. 


LÍA 
йк» 


Fig. 1.9 


Las líneas de Ja corriente son fas travectorias ortogonales de la familia de 
lineas equipotenciales xy==c. Hallamos el coeficiente angular de la tangente а 


las líneas equipolenciales: ху +y=0, y” 


Æ. En consecuencia, la ecuación 


diferencial de las lineas de la corriente tiene la forma y' ==, o bien ydy= 


mx dy; integrando, oblenemos х®— у == с, que es una familia de hipérdolas, 
Ejemplo 10. Una esfera metálica hueca homogénea, de radio interior р 
y exterior 7m se encuentra en ехіедо térmico estacionario. Su temperatura en la 
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superficie interior. es igual a Ту, у еп la exterior, a Ta. Hallar la temperatura T 
a la distancia y del centro de la siera, 1 </ < 

Por simetría se deduce que Т es sólo función de r. 

Puesto que entre dos esferas concêntricas que lienen por centro común el de 
la esfera original (sus radios pueden variar desde r, hasta ra) la cantidad. de 
calor permanece constante, entonces a través de cada eslera pase una misma can- 
tidad de calor Q. Por lo tanto, la ecuación diferencial que describe el proceso 
considerado liene la forma 


inr To, 


donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica. 
Esperando variables e inlegrando, obleneence la dependencia buscada: de; 7: 
respecto a ri 


R ” 


аяңт-тә=0(у—}). 


Para la determinación de Q utilizamos la condición: Т Т, cuando r=; 


Aak (TT) 4л&(Т,—Ту)лу; 
0 A ый 


Т гетд 
= 


$ 3. ECUACIONES QUE SE REDUCEN A ECUACIONES 
DE VARIABLES SEPARABLES 


Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuaciones 
con variables separables mediante una sustitución de variables. 
A dicho grupo pertenecen, por ejemplo, las ecuaciones de la forma 


= rat by), 


donde a y b son magnitudes constantes, las cuales se transforman 
en ecuaciones con variables separables por medio de la sustitución 
2=ax-+by. Efectivamente, pasando a las nuevas variables х y z, 
tendremos 


Zearo, atole) 
o bien 
de 
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con lo que hemos separado las variables. Integrando, obtenemos 


de 
ute 
Ejemplo 1. 
Bortu 
Haciendo z=2x } y, tendremos 
dy_de de 
TRA =з” 
Separando variables e integrando, se obtiene 
Ея In[z42|=x+loc, 2 
9х-+{- у= —2 4 сех, у: сех— 


Ejemplo 2 Si 
AA 
ant 

Haciendo x—y==, obtenemos 


4 Ж. у Т... 
Ea ae 


E ‚ ай=—@, Paleo, у= 0с 


A ecuaciones con varibles separables se reducen también las 
ecuaciones diferenciales homogéneas de primer orden, que tienen 
Ja forma 


4, / 

2-12). 
En efecto, después de la sustitución г -= #-, o bien y = xz, obtenemos 
de 


{пас хасе 


Obsérvese que el segundo miembro de la ecuación home 
es una función homogénea de variables x e y de grado nulo de 
homogeneidad; por eso la ecuación del tipo 


M(x, дах+ М (x, y)dy=0 


será homogénea si M (x, y) y N(x, y) son funciones homogéneas 
de x e y, del mismo grado de homogeneidad, puesto que en este caso 


O) 
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Ejemplo 3. 
d g 
кке 
Haciendo у= х2, айр. y sustituyendo en la ecuación inicial, obtenemos 
rm lt, 
ГА 


їп|зелг | Лало, senz=cx, sen Ё чек. 


Ejemplo 4. 
(x+y) d—WU—2 dy =0. 


Haciendo y=xz, dy=x dz4-z dx, obtenemos 


беха) dx —(x2—x) (x de 42 dx) 0, 
(12222) de +x (1 —2) de=0, 


de de, l 
52% +4-0, ЕЕЕ Е 


рте Pl), уине 
Las ecuaciones del tipo 


E (EE) 03) 
pueden reducirse a ecuaciones homogéneas, si trasladamos el origen 
de coordenadas al punto de intersección (Xy, и) de las rectas 
ах 6,0 4-с,-=0 y аху tcy 0. 
Efectivamente, el miembro independiente еп las ecuaciones de 


estas rectas en las nuevas coordenadas X=x—x,, Y = y— y,, será 
igual a cero; los coeficientes de las coordenadas permanecen inva- 


riables; 49 =f, y la ecuación (1.8) toma la forma 


о bien 


que ya es una ecuación homogénca. 

Este método no se puede aplicar sólo en el caso de paralelismo 
de las rectas ajr--byy=-0,=0 y ar by+c,=0. Pero en este 
caso los coeficientes de las coordenadas son proporcionales: 
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=h, y la ecuación (1.8) se puede escribir en la forma 


4р arta \ Ч 
L= (нега) Роны» 


por consiguiente, como se demuestra en la pág. 27, el cambio 


de variables c-Hb,y transforma la ecuación considerada en una 
ecuación con variables separables. 
Ejemplo 5. 
dy bl 
AI" 


Resolviendo el sistema de ecuaciones x—y+1==0, z+y—3=0, oblenemos 
n=l, y ==2. Haciendo x=X +], y=Y +2, tendremos 


ay Хү 

IX = Х+Ү 
El cambio de variables г= у, o bien У =гХ conduce a una ecuación de va- 
riables separables: 


4 1 U+zjdz dx 
er io 


ireal Xi Inc, 


20—20) Хаас, Хї—2ХҮ—Үз=с, 
Lay 14 Px HGy = с. 


y 4. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 


Se llama ecuación diferencial lineal de primer orden a una ecua- 
ción lineal con respecto a Ja función desconocida y a su derivada. 
La ecuación lineal tiene la forma 


roy = Ге ДЕЛ 

donde р(х) y f(x) se considerarán en lo sucesivo funciones conti- 

nuas de x en la región en que se exige integrar la ecuación 1.9). 

Si f(x)=0, la ecuación (1.9) se Пата lineal hi ea. En la 
ecuación lineal homogénea las variables se separan: 


L+p(x)y=0, de donde F= — pidr, 


e integrando, obtenemos 
Injgl= = {р()а-па, са >0, 


уа", co, (1.10) 
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‚А! dividir entre y se perdió la solución у=; sin embargo, 
ésta puede ser incluida en la familia de soluciones hallada (1.10), 
si se considera que с puede tomar también el valor 0. 

Para integrar la ecuación lineal no homogénea 


IS) ДЕЛ 


puede ser aplicado el así Патайо método de variación de la cons- 
tante. Al aplicar dicho método, primeramente se integra la ecua- 
ción homogénea correspondiente (o sea, la que tiene el mismo primer 
miembro): 


роит 0, 


cuya solución general, como fue indicado anteriormente, tiene 
la forma 


ak 
pan К 

Cuando с es constante, la función «2777906 es 1а solución de la 
ecuación homogéne: robemos ahora satisfacer la ecuación no ho- 
mogénea considerando с como función de x, о sea, realizando en 
escencia la sustitución de variables 


„frite 


у=с(уе 


donde c(x) es una nueva función desconocida de х. 
Calculando la derivada 


# -& еј opino 


y sustituyéndola en la ecuación no homogénea inicial (1.9), se 
obtiene 


[ош 


de Jr _ сууруу, AE age = р), 
de 
o bien А 

а лра 

ас годе" 2 
de donde, integrando, se halla 

си ={ где Р акса 

y, рог consiguiente, 
PE T Tra ¿rinde Focos уйин. (у 
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De este modo, la solución general de la ecuación lineal no ho- 
mogénea es igual a la suma de la solución general de la ecuación 
homogénea correspondiente 


cejas 
7 


y de la solución particular de la ecuación no homogénea 


¿Lo ¡pg rt, 


que se obtiene de (1.11) si c,==0. 

Obsérvese que en ejemplos concretos no es conveniente utilizar 
la fórmula (111), compleja y difícil de recordar; es más sencillo 
repetir cada vez todas las operaciones expuestas más arriba. 


Ejemplo 1. 
dy Y 


Lv. 
х 
Integramios la ecuación homogénea correspondiente 
4 dy_ dx 
2-2-0 TP inly|s=ln]x|+Inc, y=cx. 


Consideramos с como función de x; entonces y=c (x) х, er Fela) у, susti- 
tuyendo en la ecuación inicial obtenemos, luego de simplificar, 


Erua, o bien сех, (ote. 


Por lo tanto, la solución general es: 
> 
sat 
Ejemplo 2. 
Ж -у‹х=кзепх. 


Integramos la ecuación homogénea correspondiente 


de созх 
@—#%нх—% “= 
In|y)=ln [senx|+Inc, y=csenx. 
Variamos la constante 
y=c(s)senx, y =0 (x) enx He (0) cosx. 
Sustituyendo en la ecuación inicial, obtenemos 
с (x) en x-+e (2) cos (ф—с (л) cos x= 2x sen x, 
сод, ciete 


$4 


vuaciones lineales de primer_orden 3з 


Ejemplo 3, En un circuito eléctrico con autoinducción tiene lugar el pia 
de corriente alterna. La tensión U es mna función dada del tiempo, (0, 
la resistencia R y la autoinducción L son constantes: la intensidad inicial de la 
corriente /(0) = Г, es dada. Hallar la dependencia de la intensidad de la corriente 
T= 1 (1) respecto al tiempo. 

Aplicando la ley de Ohm para un circuito eléctrico con auloinducción, 
obtenemos 


“ 
ULg =R 


La solución de esta ecuación lineal que satisface la condición inicial / (0)=/o 
de acuerdo con (1.11), tiene la {оппа 


о ж, 
E jue? gi (1.12) 
è 


Para una tensión constante U = Оо, obtenemos 


к 
Us Ua) E! 
1-9 +(1—)e Я 
Es interesante el caso de tensión alterna sinusoidal: U= Asen ot. En este 
caso, según (1.12), obtenemos 


La integral del segundo miembro se toma fácilmente. 


Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas а ecuaci 
nes lineales mediante un cambio de variables. Por ejemplo, la ecua- 
ción de Bernoulli, que tiene la forma 


ро) Ро), п 4, 
o bien 
ут рит"), (1.13) 
соп el cambio de variables С" 
lincal. Efectivamente, derivando “=, hallamos (1—л)у^"# —ЯЁ, 
y sustituyendo en (1.13), obtenemos la ecuación lineal 


=. 


se reduce a una ecuación 


2 юз 
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Ejemplo 4 
PE 
a y 
4 dy de 
з л ra US 


y se prosigue como en el ejemplo 1 de la pág. 32. 
La ecuación 
Papa =i a) 
Патаба ecuación de Ríccafi, en general no se integra en cuadra- 
turas, pero por sustitución de variables puede ser transformada 


en una ecuación de Bernoulli, si se conoce una solución particular 
yr (x) de esta ccuación. Efectivamente, haciendo y= y, '-z, se obtiene 


TRAS) 


о, сото Y3-pix)u 1-90) 0 =f), tendremos la ecuación de 
Bernoulli 


2 |р(ху+ 2900411 r 905) 220. 
Ejemplo 5. 
d; 2 
Z-a 
En este ejemplo no es difícil hallar la solución particular y= + Haciendo y = 


ON ES 
Ed 


П E 2 R 
ажо obtenemos y =2— Е 50 Меп г=г+ 


+22, que ез una ecuación de Bernoulli. 
х 


жЕ А 
Ba: 
de. Me 
de, 
Inlu|=—21n|x|+Inc, e, 


ea 
x 
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$ 5. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES 
Puede suceder que el primer miembro de la ecuación diferencial 
Мх, y)dx—N (x, y)dy=0 (1.14) 
sea la diferencial total de cierta función u(x, y): 
du (x, y)= M (x, y) dx +N (x, y) dy 
y que, por consiguiente, la ecuación (1.14) tome ła forma 


du(x, y)=0. 
Si la función y(x) es solución de la ecuación (1.14), entonces 
ап (х, у(х) =0, 
de donde 
ula у(х) =. (1.15) 


donde с es una constante. Recíprocamente, si cierta función у(х) 
convierte en identidad la ccuación finita (1.15), entonces, deri- 
vando la identidad obtenida, tendremos du (х, y(x))=0 y, por con- 
siguiente, u (x, y)=c, donde с es una constante arbitraria, es integral 
general de la ecuación inicial. 


Si las condiciones iniciales y(x,) =y están dadas, la constante с 
se determina de (1.15): c= u (хо, Ye) Y 


u (x, y) =u (Xur Ya) (1.151) 


es la integral particular buscada. Si 32. А (х, ) 0 en el punto 
(хь, ya), entonces la ecuación (1.15,) determina y como función 
implícita de x. 

Para que el primer miembro de la ecuación (1.14) 


M (x, y)dx +N (x, y) dy 


sea la diferencial total de cierla función u(x, y), como se sabe, es 
necesario y suficiente que 


ӘМ (х, y) 2N (x, v) 
тар. 


д (1.16) 


Si esta condición, señalada por primera vez por Euler, se 
cumple, entonces la ecuación (1.14) se integra fácilmente. En 
efecto, 

аи = Маха. Мау. 
Рог о{га рагіе, 


дашуу д 
du =;йх + у, dy. 
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Por consiguiente, 
ди 
FM FNG y) 
de donde 


u(x, y) =5 Mx, даре. 


Al calcular la integral È M(x, И), la magnitud y se considera 
constante; por eso, сд) es una función arbitraria de y. 


Y (24) #| ay zy) 
To Lol @%/ „ (Zo Yo) а 
= ҮЗ 
0| 2 
Fig. 1.10 


Para determinar la función с (y), derivamos la función hallada u (x, y) 
respecto a y y, como $= N (x, y), obtenemos 


A(S Mi Ddr) += мо. 


De esta ecuación se determina c' (y), e integrando se halla c (y). 
Como es sabido del curso de análisis matemático, se puede 
determinar aún más fácilmente la función u(x, y) por su diferencial 
total ди = М (x, y)dx+N (x, y) dy, tomando la integral curvilínea 
de M (x, y)dx+ N (x, y) dy desde cierto punto fijo (хь, y) hasta un 
punito con coordenadas variables (x, y), por cualquier camino: 
«э» 


u(x, = {модам йа. 
Г 


к 90 


Соп frecuencia, еп calidad de camino de integración es cómodo 
tomar una línea quebrada, compuesta por dos segmentos paralelos 
a los ejes de coordenadas (fig. 1.10); en este caso 
ran) «рә ә» 
{ mar+Ndy= | Mdx+ { ма, 
сю «сә «пә 
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o bien 
РЕ и wn 
$ Mdr+Ndy= { Ndy+ | Мах. 
б.ч) о») Wo 0 
Ejemplo 1. 


накер +3) dy=0. 


El primer miembro de la ecuación es la diferencial total de cierta función 
u (x, y). puesto que 


Mty _ д(х—#+43) 
леше. аы 


Сара а= hayta сш) 
Fate (0. x+0 у=х—%+3, 
сеи. 0—64 зе, 
a Hyer 


Рог lo tanto, la integral general tiene la forma 


Зл + бху —Gx— 249 + 18y =c. (117) 
Se puede utilizar también el otro método de determinación de la función u (x, 4): 
wn 
ак у= | Hg+ detest +9) dy. 
"Гө 


Como punto inicial (хо, gu) escogemos, por eje 
y en calidad de camino de integración, la quel 


ө Uh 
А й 
иод | (na E E +3 
uña, de 
y la integral general tiene la forma 


lo, el origen de coordenadas, 
ida de la fig. 1.11. Entonces 


Fteto- tiye 
o bien como en (1.17). 


En algunos casos, si el primer miembro de la ecuación 
М(х, y) dx 4-N (x, y) dy =0 (1.14) 


по es diferencial total, resulta fácil escoger una función p(x, y). 
luego del producto por la cual el primer miembro de (1.14) se 
transforma en una diferencial total: 


du=yMdx-+uN dy. 
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Esta función н se Пата factor integrante. Obsérvese que la mul- 
tiplicación por el factor integrante р (х, y) puede conducir a que 
aparezcan soluciones particulares superfluas, que reducen este 
factor a сего. 


Ejempl 


xdx + y dy + (+) dx =0. 
Es evidente que después de multiplicar por el factor тани el primer 
miembro se transforma en diferencial total. Efectivamente, luego del producto 
1 
жй? tenemos 
xdx+ydy 
EF y 


por p= 
жеайс<о, 
o Integrando: тони 5 епа Multiplicando por 2 y potenciando, 
tendremos 
lo 
рафи) е? me. 

Es cloro que по siempre el factor integrante se escoge tan fácil- 

mente. En general, para hallar dicho factor es necesario escoger por 


lo menos una solución particular no idénticamente nula de la ecua- 
ción en derivadas parciales 


Y, дим дим 
79у T 
7 о, en forma desarrollada, 
(zy: 9% y 20 y y 0 
7] у а ТВ, 
la cual, después de dividir entre p 
y de cambiar de miembro algunos 
„œ términos, se reduce a 
0 (2,0) 2 dina дм әм 
MEN Fy 0-18) 
Fig. 111 En general, la integración de es- 


ta ecuación en derivadas parciales 
no es un problema menos simple que la integración de la ecuación 
inicial. Sin embargo, a veces la elección de la solución particular 
de (1.18) no presenta dificultades. 

Aparte de ello, considerando que el factor integrante es función 
de un solo argumento (por ejemplo, es función sólo de x+y o de 
x +4, o función sólo de x o de y, etc.), se puede integrar ya sin 
dificultad la ecuación (1.18) e indicar las condiciones bajo Jas cuales 
existe un factor integrante del tipo considerado. Con esto se obtie- 
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nen clases de ecuaciones para las cuales el factor integrante puede 
ser hallado fácilmente. 

Por ejemplo. encontremos las condiciones bajo las cuales la 
ecuación М dx-+ Ndy=0 tiene factor integrante que depende sólo 
de x, u=u(x). En este caso, la ecuación (1.18) se simplifica y 
toma la forma 


атн y 


ом ах 
de donde, considerando %% función continua de х, obtenemos 
дм oN 
np= \ x 


p=ce (1.19) 


Se puede considerar c=1, ya que es suficiente tener sólo un factor 
ее. н 


si UL es función sólo de х, entonces existe un factor in- 
tegrante que depende sólo de х, y es igual а (1.19). En caso con- 
trario, no existe ningún factor de la forma р(х). 

La condición de existencia de un factor integrante que depende 
sólo de x se cumple, por ejemplo, para la ecuación lineal 


Ж роду Род o bien (р (х) y—F(x)] dx +-dy=0. 
9M_9N 
Efectivamente, A р(х) y. por lo tanto, p =e- . De ma- 


nera análoga se pueden hallar las condiciones de existencia de facto» 
res integrantes de la forma 


в, во, вое), pio, а (2) ete. 


Гоа 


Ejemplo 3. ¿Tiene la ecuación 
xdx+ydy+xdy—ydx=0 (1.90) 
(а? + u)? 
(1.18) рага = р(х 409) = р (2) toma 
апр ƏN _ дм 
а “дк ду' 


un factor integrante de la forma 
Designemos х#-- 1 =2. La ecua 
la forma 


2(My—Nx) 
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de donde 
o bien 
jood 
ва) 
donde 
ON DM 
ox 
у -05 00. 
+D- y 
Para la existencia de un factor integrante del tipo dado, es necesario 
y ОМ 
ху 


caso de que 90) еа continua, suliciente—que ўд еа función sólo de 


x84 yt. En nuestro caso, 
әм әм 


MM 


рог lo tanto, el factor integrante p= p (x3-}-4) existe y es Igual а (1.21). Para 
£= 1, obtenemos: 


ET 


Multiplicando la ecuación (1.20) por pizi + la reducimos а la lorma 


о bien 


затонув Lo. 
Integrando, obtenemos 
m FF – аге tine 


y, luego de potenciar, tendremos 
А 

“чї 

VEF fee *, 


o, en coordenadas polares p=ee-7, que es una familia de espirales logarítmicas. 
Ejemplo 4. Hallar la forma de un espejo que refleje paralelamente 
a una ditección dada lodos los rayos que salen de un punto fijo. 
Coloquemos el origen de coordenadas en el punto dado, y dirijamos cl eje de 
las sbscisas paralelamente a la dirección indicada en las condiciones del problema. 
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Supongamos que un rayo incide en el espejo en eì punto M (x, y). Consideremos 
el corte del espejo, representado en la fig. 1,12, por el plano Оху, que pasa por 
el ele de los abacisas y por el punto М. Tracemos la tangente MN al corte 
considerado de la superficie del espejo en el punto M(x, у). Puesto que el 
ángulo de incidencia es igual al á de 
reflexión, el triángulo МУО es isósceles. Por 
lo tanto, 


y Y 

афу = ——. 

еи УТИ 

La ecuación homogénea obtenida se integra 
fácilmente con el cambio de var 


Fig, 1.12 
ple: racionalizando el denominador la escribimos ел la forma 


pero puede hacerse de manera aún más sim- 


xd+ydy=V AT dx. 


La ecuación tiene el factor integrante evidente 


VET E=xk0 река 


(familia de parábolas). 
Observación. Este problema se resuelve aún más fácilmente en coor- 


denadas х y p, donde p= У XT yF, En este caso, la ecuación del corte de las 
superficies Buscadas toma la forma 


беер. pære. 


Se puede demostrar la existencia del factor integrante, o lo que 
es lo mismo, la existencia de una solución no nula de la ecuación 
en derivadas parciales (1.18) (véase la pág. 38) en cierta región, 
si las funciones M y N tienen derivadas continuas y por lo menos 
una de estas funciones no es igual a cero. Por lo tanto, el método 
del factor integrante se puede considerar como un método general 
de integración de la ecuación del tipo 


M (x, йах- М (x, y)dy=0. 


Sin embargo, debido a la dificultad de hallar el factor integrante, 
este método se utiliza con mayor frecuencia sólo en aquellos casos 
en que dicho factor es evidente. 


$ 6, TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD 
DE LA SOLUCION DE LA ECUACION H= РЛ 


La clase de las ecuaciones diferenciales integrables en cuadra- 
turas es sumamente limitada; por ello, ya desde 105 tiempos de 
Euler obtuvieron gran importancia los mélodos aproximados en la 
teoría de ecuaciones diferenciales. 
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En la actualidad, gracias al rápido desarrollo de la técnica de 
cálculo, los métodos de aproximación adquieren un valor incompa- 
rablemente mayor. 

Ahora, a menudo resulta conveniente utilizar métodos aproxi- 
mados aún en los casos en que la ecuación se integra en cuadra- 
turas. Es más, aún si la solución puede ser expresada en forma 
sencilla en funciones elementales, frecuentemente la utilización de 
las tablas de estas funciones resulta más difícil que la integración 

aproximada de la ecuación en calcu- 
ladoras electrónicas. Sin embargo, 
para aplicar uno и otro método de 
integración aproximada de la ecua- 
ción diferencial, hay que estar se- 
guro ante todo de la existencia de la 
solución buscada, asi сото de la 
unicidad de la misma, ya que cuan- 
do no tiene lugar la unicidad, 
no queda claro cuál solución debe 
ser determinada aproximadamente. 

Con gran frecuencia la demos- 
E tración de teoremas de existencia 

пр ыз de la solución da también un mé- 

todo para Ja determinación exacta 

o aproximada de la solución, lo cual aumenta aún más la impor- 
tancia de los teoremas de existencia. Por ejemplo el teorema (1.1), 
demostrado más adelante, da la fundamentación del método de 
Euler de integración aproximada de ecuaciones diferenciales. Este 
método consiste en que la curva integral buscada de Ja ecuación 


diferencial @# = [(х, y). que pasa por cl punto (хо, Yo), зе susli- 


tuye por una quebrada constituida por segmentos lineales (fig. 1. 13), 
cada uno de los cuales es tangente a la curva integral en uno de 
sus puntos frontera. Al aplicar este método para el cálculo apro- 
ximado del valor de la solución buscada y(x) en el punto x=b, 
el segmento хо x<b (si Бх) se divide en n partes iguales 
por medio de los puntos 
La longitud de cada segmenlo хх, 
culo, El valor aproximado de la solución buscada en los puntos 
х, se designará por y; 

Para el cálculo de y, se sustituye en el intervalo  <x<x, 
la curva integral buscada por el segmento de su tangente en el 
unto (Xa Yo). Por lo tanto, yı=yo+hyo, donde y= f (х, Yo) 
зе la fig. 1.13). En forma análoga, calculamos 


2 59 5 


Ya= А Ву, donde у = }(ху, Ya); 
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Ys =Y > һу. donde 


Si b< хо, el esquema del cálculo permanece invariable, però 
el paso h es negativo. 

Ёз natural esperar que para һ—> 0 las quebradas de Euler se 
aproximen a la gráfica de la curva integral buscada. Por lo tanto, 
al disminuir el paso h el método de Euler da un valor cada vez 
más exacto de la solución buscada en el punto b. La demostración 
de esta afirmación nos conduce al mismo tiempo al siguiente ќёоге- 
ma fundamental de existencia y unicidad de la solución de la 


ecuación L=(x, y) con la condición inicial у(х) = иа, bajo 
condiciones suficientes muy amplias impuestas a la función / (x,y). 


Teorema 1.1 (de existencia y unicidad de la solución). 
Si en la ecuación 


=! 0 (1.29) 


la función f(x, y) es continua en el rectángulo D: 
хах х, +4, Yo—b< y Shh, 
y satisface en D la condición de Lipschitz: 
Тро, и), и А |. 
donde М es una constante, entonces existe una solución única 


y=9(%). 1 Н х ху Н de la ecuación (1.22), que satisface 
la condición y (хь) = Yo, donde 


М == тах | (х, y)| en D. 

Las condiciones del teorema necesitan ciertas aclaraciones. No 
es posible afirmar que la solución buscada y — y (x) de la ecuación 
(1.22), que satisface la condición y(x)=Ym existirá para 
m-a<x<x 40 ya que la curva integral y=y(x) puede 
salir del rectángulo D a través de sus lados superior o inferior 
у= +b (fig. 1.14) para cierto valor х== ху. ха < х, < xp a, 
y entonces, si ж >> хо, para x>x, la solución puede no estar 
definida (si х, < хо, la solución puede no estar definida 
para х < х,). Podemos garantizar que la curva integral 
y=4(x) no sale de los límites de D cuando х varía en el segmento 


хо Н < ехо +H, donde Н es el menor delos múmeros a y у 
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(fig. 1.15), puesto que el coeficiente angular de la tangente 
a la curva integral buscada se encuentra entre los coefi- 
cientes angulares M у —/M de las rectas representadas en la figura 
1,15. Si estas rectas, entre las cuales se encuentra la curva integral 
buscada, salen de los límites de rectángulo D a través de sus lados 
horizontales у = 002-0, entonces las абѕсіѕаѕ de los puntos de corte 


de estos lados serán xy +7. Por lo tanto, la abscisa del punto 


A д 
gua ah e has 


Fig. 1.14 Fig. 1.16 


de salida de la curva integral del rectángulo D puede ser sólo 
menor que o igual а хџ-- зу, Y mayor que o igual a eh: 

Se puede demostrar la existencia de la solución buscada en el 
segmento хи H<x<x) +H, donde Н = тіп (a, 3): sin em- 
bargo, es más sencillo demostrar antes la existencia de la solución 
en el segmento xy —H<x<x+H, donde Н <min(a, qq p) 


Más adelante serán indicadas condiciones, bajo las cuales la solucion 
puede ser continuada. 
La condición de Lipschitz 
ПР, д) Ре а) М] 


puede ser sustituida рог otra, un tanto más grosera, pero en cambio 
a menudo fácilmente comprobable: la condición de existencia de 
lá derivada parcial acotada /, (х, y) en la región D. 
En efecto, si en el rectángulo D 
We DIN 


entonces, aplicando el teorema sobre el incremento, finito, obtenemos 


Ик, di и) |= 1, 911и и 
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donde E es un valor intermedio entre y, е ya. Por lo tanto, el 
punto (x, E) se encuentra en D; por eso 


Һе, BIEN, y If и) Р DIN nul 


No es difícil presentar ejemplos de funciones f(x, y) (por ejemplo 
Fx, 0) = |0 en un entorno de los puntos (х, 0), para рч ар 


condición de Lipschitz se cumple, pero la derivada ¿Len ciertos 


puntos no existe; por lo tanto, la condición HE es más gro: 
sera que la condición de Lipschitz. 

Demostración del teorema de existencia y uni- 
cidad. Sustituyamos la ecuación diferencial 


Zren 1.22) 
con condición inicial 

Уб) Yo (1.23) 
por la ecuación integral equivalente 


у=}, дах. (24) 


En electo, si cierta función у= х) al ser sustituido en la 
ecuación (1.22) la convierte en una identidad, y salisface а la 
condición (1:23), entonces integrando la identidad (1,22) y tomando 
en cuenta lo condición (1.23), obtenemos que y=3(x) convierte 
también en identidad la ecuación (1.24). Si, en cambio, cierta 
función y=y(x) al ser sustituida en la ecuación (1.24) la convierte 
en una identidad, entonces es evidente que ella satisface también 
a la condición (1.23) y, derivando la identidad (1.24), obtenemos 
que у= у(х) convierte también en identidad la ecuación (1.22). 

Construyamos la quebrada de Euler y=y,(x) que parte del 
punto (xa, д) con un paso В„= Ж en el segmento w< x< +H, 
п ез un entero positivo (en forma completamente análoga se de- 
muestra la existencia de solución en el segmento х, Н << хо). 
La quebrada de Euler que pasa por el punto (xp. y) no puede 
salir de la de D para x<x<x+H (о bien x—H<x< ху), 
ya que el coeficiente angular de cada segmento de lu quebrada es 
menor que M en valor absoluto. 

La demostración subsiguiente del teorema la dividiremos en 
tres elapas: 

1) La sucesión у, = у,(х) es uniformemente convergente. 


46 Capitulo 1. Ecuaciones diferenciales de primer orden 


2) La función ў) = иту, (х) es la solución de la ecuación in- 


tegral (1.24). Е 
3) La solución у(х) де la ecuación (1.24) es única. 
Ё ышы ыс de 1). Por definición de la quebrada de 
uler 


из (х) == [ (хь, Ya) рага хах хуа, Ё=0, 1, .... п] 
(еп el punto angular х, se toma la derivada derecha), о 
жод = Р, эб) + (б. A A Y (1.25) 
denotemos 
Н. Y) Рес. Yu (O) = Ma 0). 


En virtud de la continuidad uniforme de la función f(x, y) 
en D, obtenemos 


Га) 1. 0/0, ODIS en (1.26) 
si n > N (e,). donde e, — 0 cuando n — оо, puesto que | хх, | < An 
y Пие = 0,091 Ми, donde h,=L—0 para n— оо. 

Integrando (1.25) con respecto a х entre los límites desde xa 
hasta x, y teniendo en cuenta que y, (Xy) = уо. Oblenemos 

кюю ўа, оа Y nto at. (1.27) 

Aquí n puede tomar cualquier valor entero positivo; por lo tanto, 


para un entero т 2» 0, 


Ват ESF, Vara (Dd È nga (dt (1.28) 


Restando (1.27) miembro a miembro de (1.28) y tomando el mö- 
dulo de la diferencia, obtenemos 


lnia б)— (3)1=| (Г@. Uns). Ya (0) dt + 
pS 
+Í sadi 041] < 
& FA 


< SIFE, Inan (09Р ya (091414 


019, „ае а, (014, 
à 
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9 LIL 
Lipschitz: 


lar (0) АА | [yaen 0—0, (01484 (8, е): Н. 
Por lo tanto, ` 
тах q pl Irra 0 [21 


GILI 


+H б, tomando en cuenta (1.26) y la condición de 


<N max lil) у, (014Е+(в„,„+єд-Н, 
E 
de donde ё к 
тах а-а 00—80 091 е 


алет 
рага todo в > 0 у para un número suficientemente grande л > №, (в). 
De este modo, 
ИГА 
Loko H 
рага n> №, (e), es decir, la sucesión de funciones continuas y, (х) 
es uniformemente convergente en хо хх, Н: 


к) у (0), 


donde у(х) es una función continua. 
Demostración de 2). Pasemos al límite en la ecuación 
(1.27) cuando n — «о: 


lim у(х) = ы lim /(х, y (dx + lim S (dx, 
ase "2 „->ў 
o bien 
E * А 
Ро) = о+ lim f Fx, р, 9) а lim 0 а, дах. (1.29) 
En virtud de la convergencia uniforme de у, (х) a у(х) y de la 
continuidad uniforme de la función f(x, y) еп D, la sucesión 
Го, и, (2 РС, 9 (0). 
En efecto, 


VS NH ye е, 
donde е7 0. si [а (х) — и, (х)1-: 6): pero (00) — y(x] 668) 
si п 6t) 11 todas las х del ра В et | 


De este modo, | fix, у(х))—[(х, 0,09) e para n> А, (&(е)}, 
donde N, no depende de x. 
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En base a la convergencia uniforme de la sucesión f(x, y, (х)) 


a f(x, уд), en (1.29) es posible el paso al límite dentro del signo 
de integral. Tomando en cuenta, además que |т„(х)| < е, donde 
е, —0 cuando п — оо, obtenemos en definitiva en (1.29): 


TO= m+ $ fa, Tax. 
De esta manera, y(x) satisface a la ecuación (1.24). 


Demostración de 3). Supongamos la existencia de dos so- 
luciones distintas y, (x) e из (0) de la ecuación (1.24). Entonces 


max 1000—92 09150. 


Restando miembro a miembro de la identidad 


io =v+ TF y ах 
la identidad ` 


и) ве y + | Р, а 0) dx, 
se obtiene Р 


к@—ж(д == =P ya (0) de. 


Por lo tanto, 
тах ln- 
+H 


жел, 


= mx | ДРС, 9) Р, а 59) «|< 


ласкали) 


(л, ао) = noa], 


max 
nero 
Aplicando la condición de Lipschitz, tendremos 


max 1000—0091 А max jiin- 
merenti) 


EZTIT п 


тхл хф 


=МН тах |. (х) — 9. (0) 
ж<з<ы+н 


<N тах Ig (xo) —ye(x)] max fa 
к 2.4 
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La desigualdad obtenida 
тах Jnn (91< АН max, JaWa (1.30) 
SS REHN 
és contradictoria si max |9, (х) —9, (х) 1520, puesto que por 
Cr +A 


la hipótesis del teorema н<, y de (1.30) se deduce que /Н;>1. 
La contradicción cesa sólo si 


тах |л(х)—#:(%)] =0, 
mercat 
es decir, si y, (x)= y, (x) para ххх, +H. 

Observación i. La existencia de la solución de la ecuación 
(1.22) se podría demostrar de otra manera sólo suponiendo que la 
función f(x, y) es continua (sin la condición de Lipschitz); sin 
embargo, la sola continuidad de esta función no es suficiente para 
demostrar la unicidad de la solución. 

Observación 2. La existencia y la unicidad de la solución 
y= y(x) se han demostrado sólo еп el segmento х„— H < хо Л; 
no obstante, tomando el punto (х,-- A, y(xo=-H)) como inicial, 
se puede repetir el razonamiento anterior y continuar la solución 
en un segmento más de longitud H,, si, claro está, en un entorno 
del nuevo punto inicial se cumplen las condiciones del teorema de 
existencia y unicidad de la solución. Prosiguiendo este proceso, 
en ciertos casos se puede continuar la solución en todo el ѕетіеје 
XIXe o aún en todo el eje — со < x < оо, si se continúa la so- 
lución también en el sentido negativo del eje x. Sin embargo, son 
posibles también otros casos, aún cuando la función f(x, y) esté 
determinada para valores cualesquiera de x e y. 

Es posible que la curva integral no pueda ser continuada debido 
al acercamiento a un punto donde no se cumplen las condiciones 
del teorema de existencia y unicidad de la solución, o a que la 
curva integral se aproxima a una asintota paralela al eje Oy. 


Estos posibilidades se ilustran con los ejemplos siguientes: 
0 = ¿e y(0)--1. Separando variables e integrando, oblenemos 


aga, у= VETE, 01, у= ү” 


le 


La solución no se puede continuar fuera de los límites del intervalo —I<x< 1. 
En los puntos frontera (—1, 0) y (1. 0) el segundo mienibro de la ecuación 
ly х 


es discontinuo. Las condiciones del teorema de existencia у unicidad 
¡ón no se cumplen (fig. 1.16). 


2 de yA, y(1)=1. Separando variables e integrando, se obtiene 
1 1 


y =2 
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curva integral puede ser continuada sólo hasta la asimtota 
ЖЕШ 


En la actualidad los teoremas de existencia y unicidad de las 
soluciones no sólo de ecuaciones diferenciales, sino también de 
ecuaciones de otros tipos, se demuestran muy frecuentemente рог 
el método de los puntos fijos. Uno 


* {—<х<2) 
{ii 


de los teoremas más sencillos sobre 
puntos fijos es el principio de las y 
transformaciones de contracción *). 
Y 
07 0 Tar E 0 $ 
Fig. 116 big 117 


Principio de las transformaciones de contracción. Si en 
un espacio métrico**) complelo***) M está dado un operudor А, 
que safisjace las siguientes condiciones: 

1) el operador А transforma los puntos del espacio М еп puntos 
del mismo espucio: si yEM, entonces A fy) € M; 

2) el operador А acerca los puntos; más exactamente, 


ОСАДЫ. AR) <>, 2), 


donde y y z son puntos cualesquiera del espacio M; а 1 y no 
depende de la elección de y y de z; piy, 2) es la distancia entre 


*) También lamado principio de Cacciopolli-Banach (М. del Red.) 

**) El espacio М se Mama métrico, si en éste está definida una función 
(и, 2) de un par de puntos de dicho espacio que satisface, para puntos arbie 
rarios y, z y u de éste, las condiciones; 

1) p(y. 2)220; además p(y. y)==0, y p(y, 2)=0 implica y 

2) ply, z)=p (2, у); 

D рб ent tpl 2) (desigualdad triangular). La función p se 
llama distancia en el espacio M. 

***) El espacio métrico M se ilama completo, si cada sucesión fundamental 
de puntos del espacio M converge en éste. Recuérdese que la sucesión 
Yu Yas созе Ya. о. Se llama fundamental si para cada » > 0 existe un número 
N (e) tal que para m= N (e) la distancia p (у, Уатт) < € para cualquier número 
entero m > 0. 


z 
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los puntos y y z еп el espacio M, entonces existe un único punto 
fijo y del espacio M, А [5] =y. Este punto se puede hallar рог el 
método de las aproximaciones sucesivas, es decir, у= Em = donde 

=A [yn] (n=l, 2, ...); el punto yy se escoge arbilrariamente 
a el espacio M. 

Demostración. Demostremos que la sucesión 

Yo Yo Yes oes Yar eee 

es fundamental. Valoremos la distancia entre los términos vecinos. 
de esta sucesión: 
Pl y) =р (4 fn], Аи) S ap Un. yo), 
P (Ha W) PLA [иа], А DS «р ш, л) < айр (у, ш), 


Pre 0,0 =P (A ga). Alin IS 
ар Yn Yni) < отр (Y, 


Aplicando ahora m— 1 veces la desigualdad triangular y utilizando 
las desigualdades (1.31), obtenemos 


РИ оь) Ср (Ин EP Wnei И d+ 
tee FO remato Ya rm) С [ant оби, v= 
an 


rl м< Ean 00 e 


para un п suficientemente grande. Por lo tant 


а sucesión Yo, Y 
Da <+- Yn ++ es fundamental y, como el espacio М es completo, 
converge hacia un cierto elemento de ese mismo espacio: 


Нш y, y, УЄМ. 


da que y es un punto fijo. Sea А 0] = 7. Apli- 


cando dos veces la desigualdad triangular, se obtiene 
рш, ISO Y) =P as Вав) EP (йә, D 
Para cualquier e 2» 0 se puede escoger un N (e) tal que para n3>N (e): 
D pO 0) < 5. puesto que y= lim y, 


2) Plin Une) < $. ya que la sucesión y, єз fundamental; 
3) ры, 000410]. AUD ора. 9 <. de donde 


009, 0 <e, donde e se puede escoger tan pequeño como se quiera. 
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Por lo tanto, 
00, 0=0 e yy, A= y. 


Queda por demostrar que el punto fijo y es único. Si existiera 
otro punto fijo 2, entonces seria p(A [y], А (21) =р (4, 2), lo que 
contradice a la condición 2) del teorema. 

Apliquemos el principio de las transformaciones de contracción 
а la demostración del teorema de existencia y un d de la solu- 
ción у) (Xy My < x< xi ++) de la ecuación diferencial # = (x, y) 


que satisface la condición у(х) = Ys bajo la condición de que en 
la región D: 


»—а&х<х—а, Y SY ті 
la función f sea continua y, por lo tanto, acotada, |f |< М, y satis- 
{ара la condición de Lipschitz 
Vo 9H 216 10—21. 
El número hy es hy < min (a, М). y será escogido con mayor exac- 


titud más adelante. 

Consideremos el espacio métrico completa C, cuyos puntos son 
todas las posibles funciones continuas y (x), definidas en el segmento 
хонх Xp + ho, y cuyas gráficas se encuentran еп D. La dis- 
tancia se define por la igualdad 


000, 2)=max |y—=21, 
donde el máximo se escoge para todas las x del segmento 
хоп х х-н 


Este espacio se considera con frecuencia en diferentes problemas 
del análisis matemático, y recibe el nombre de espacio de conver- 
gencia uniforme, ya que la convergencia en el sentido de la métrica 
de dicho espacio es la convergencia uniforme. 


Sustituyamos la ecuación diferencial = (v, y) con la condi- 
ción inicial y(xp)=y por la ecuación integral equivalente 
А 
к=һ+ Н, да. (124) 


Consideremos el operador 


АШ=њ+ {6 1) (dx, 
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que pone en correspondencia а cada función continua y(x), dada en 
el segmento xy —hy <x< xo bh y que no sale de D, la función 
continua А (y). definida en cse mismo segmento y cuya gráfica 
tampoco sale de D, puesto que | ўл, өг Мі, <b. El operador 
Alu], por lo tanto, satisface a la condición 1) del principio de las 
translormaciones de contracción. 

Con esta notación, la ecuación (1.24) se escribe en la forma 
у= Аш]; por consiguiente, para la demostración del teorema de 
existencia y unicidad, queda por demostrar la existencia en el espa- 
cio С de un punto fijo único y(x) del operador A, puesto que:en 
este caso tendremos y= Afg) y la ecuación (1.24) será satisfecha, 

Para la demostración del teorema queda por comprobar si el 
operador А satisface o no Ја condición 2) del principio de las trans- 
formaciones de contracción: 


p(l, ARSAN, 2), ®<1, 


E 


donde 


P(A (y), А12) = max 


фк 06, alas. 
Aplicando la desigualdad de Lipschitz, se obtiene 


p(A (y), А12) <N max < 


{играх 


<N тах |у г|тах —Nhpmax|y—z| = Nh (и, 2). 


ja 


Tomando h, de manera que Nha < о < 1, se logra que el operador А 
satisfaga la condición 


PA (0), A) <p (Y, 2), a< 1. 


De este modo, según el princi de las transformaciones de 
contracción, existe un puntón fijo único у(х) del operador А о, lo 
que es lo mismo, una solución continua única de la ecuación (1.24), 
la cual puede ser hallada por еї método de las aproximaciones 
sucesivas, 

De manera completamente análoga se puede demostrar el teorema 
de existencia y unicidad de la solución и, (х), Y(X), ...› Yn (x) del 
sislema de ecuaciones 
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ул, Yar о 80), Иа) = io ({=1,2,...‚ п) (1.32) 


o bien 


Mi= til SE Yo Yu «+ dd (ф=1,2,..., л) (1.33) 


suponiendo que en la región D, definida por las desigualdades 
ха х Xy A, Yo — 0, < Y < YO (=1,2,,.., п), 
los segundos miembros de las ecuaciones (1.32) satisfacen las con- 
diciones: 
1) todas las funciones f; (x, Y1, Yz »- -> Un) 
continuas y, por lo tanto, acotadas, |f; | s2 M; 


2) todas las funciones Í(i=1, 2, .... n) satisfacen la condición 
de Lipschitz: 


А 
Шм, Yar +++ 9) О 2 Zas +0» 2 EN 2 Га 


і= 1, 2, ..., п) son 


Un punto en el espacio С será ahora un sistema de п funciones 
continuas (y, Ya, ---, Yx) О sea, una función vectorial n-dimensional 
Y (x) de coordenadas WON Ио (0). о, Ya), ШЫ en el seg- 


mento хо S XS Xp" Ayo anene y Ж» + д) y será 


escogido más adelante con mayor exactitud. La distancia en el 
espacio C se define por la igualdad 


a 
PY 20-Х max] y,—2,1, 


donde г,, 2, . ... 2, Son las coordenadas de la función veclorial Z (x). 

No es difícil comprobar que con esta definición de la distancia 
el conjunto C de funciones vectoriales n-dimensionales Y (x) se 
transforma en un espacio métrico completo. El operador А se define 
por la igualdad 


ару=(ж+}һ (s hi Ya 


Y.) dx, 


+ fol Uno Yes +-+» Ya) dX, эзше Yu Л] 904%), 


o sea, que al actuar dicho operador sobre el punto (Y, Ye, +++ Yy) 
se obliene un punto del mismo espacio С de coordenadas Iguales 
a los segundos miembros del sistema (1.33). 

El punto A [Y] pertenece al espacio C, puesto que todas sus 
coordenadas son funciones continuas que no salen de la región D, 
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si las coordenadas de la función vectorial Y tampoco salen 
de D. 


En efecto, 


PRE Yu De «<= yd dx 


y. рог lo lanto, |y;—yal S b; 
Queda por combrobar el cumplimiento de la condición 2) del 


Sax 


ES 


<M 


<Mh,< bj, 


principio de las transformaciones de contracción: 
(А [Y]. A[Z)= 
= X max б, 9 Ya ео) б Zi Zas +++» Zadel < 
E p 
<$ eline Yo Ue seer Wahi гь гь... TS 


<n шаа < 


<+$ тахи 215, тах |ба |мл, 2). 


Por lo tanto, si escogemos «гу, donde 0< a < L, o bien 
Маһ <<< 1, la condición 2) del principio de las transtormaciones 
de contracción se cumple, y existe un punto fijo Y único, el cual 
se puede hallar рог el método de las aproximaciones sucesivas. 
Pero la condición Y =y, |Y}, por definición del operador A, es 
equivalente a las identidades 
VA Yi Te «Glas ((=1,9,..., л), 
donde y/(i=1, 2, ...._n) son las coordenadas de la función 
vectorial Y, o sea que Y es la única solución del sistema (1.33). 


Ejemplo 1. Hallar algunas aproximaciones sucesivas gy. ys ya de la 
solución de la ecuación 


Hajy 00)=0. —1<x<l, 101. 


РАГУ = тіп (. 
è 
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Haciendo yo(x) =0, obtenemos 


{ e 
n= fra=E, 
” } 


б EEN 
Па (1 


Ејетріо 2. ¿Bajo qué limitaciones la ecuación lineal 
di 
Фр) у= Ро) 


satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad? 

Para el cumplimiento de la primera condición del teorema es suficiente 
que en el segmento considerado de variación de х, п, < хєсаз, las funciones 
p(x) y Го) sean continuas. En este coso se cumplirá también la segunda 
condición del teorema de existencia y unicidad, ya que la derivada parcial 


respecto a y del segundo miembro de la ecuación GZ=— p (x) УРО) es igual 


a P(O у, como consecuencia de la continuidad de la función, p(x) еп el 
segmento dy ха está acotada en valor absoluto (véase la pág. 44). De 
este modo, si р(х) y /(x) son continuas en el segmento u; <x «ш, entonces 
por cada panto (хь И), donde а < ҳо < о; e єз arbílrario, pasa una curva 
integral única de la ecuación lineal considerada. 


Teorema 1.2 (Sobre la dependencia continua de la solu- 
ción con respecto al parámetro y a los valores iniciales). 
Si el segundo miembro de la ecuación diferencial 


=! ю (30 


es continuo en p para p< p<, y satisface las condiciones del 
teorema de existencia y unicidad, y la constante de Lipschitz N no 
depende de y., entonces la solución y(x, p) de la ecuación conside- 
rada que satisface la condición у (ха) уә, depende en forma 
continua de y. 

Construyamos las quebradas de Euler y,=Y,(x, 4), que son 
funciones continuas en p. Repitiendo los razonamientos de las 
ар. 45—47, obtenemos que la sucesión y,(x, p) converge uni- 
l6rmemente no sólo respecto a x, sino también respecto а p para 
ХХ җ-+Н, „<<, puesto que М y H по dependen 
de н, si H<min(a +, т): donde М> |0, y, w|- Por 
consiguiente, la solución y = у(х, и) de la ecuación 


y=w+Í HH, y, pax, (1.35) 
5 
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que es el limite de la sucesión y,(x, p), es continua по sólo 
en x, sino también en p. 

Observación. Si se aplica a la ecuación (1.35) el método 
de las aproximaciones sucesivas, entonces las aproximaciones 
=4 (x, н), que son funciones continuas en x y p, convergen 
uniformemente а la solución g(x, u) de la ecuación (1.35) (puesto 
que а= МА < 1 no depende de y). Por lo tanto, también por 
este método se puede demostrar la dependencia continua de la 
solución con respecto a x y a p. 

Evidentemente, esta demostración no varía nada si el segundo 
miembro de la ecuación (1.34) es función continua de varios 
parámetros, suponiendo, claro está, que la constante de Lipschitz N 
no depende de éstos. 


(tg Zo)< bte, b) 
00-87006, b) 


Tig. 1.18 


Por este mismo método, en condiciones análogas, se podría 
demostrar la dependencia continua de la solución yix, Xy yy) de 


ты Ж ыз Я 
la ecuación 90 /(х, y) con respecto а las condiciones iniciales 


xo € ры en este caso sólo habria que disminuir un tanto Ay, ya 
en caso contrario las soluciones, definidas por condiciones 
ales cercanas а х, е Yo, podrían salir de la región D уа 
para valores de x que se encuentren en el intervalo xy—A, < x <<, 
< sy y 

Sin embargo, es más fácil reducir, por sustitución de variables, 
el problema de la dependencia de la solución de las condiciones 
iniciales al caso ya considerado más arriba de la dependencia de 
la solución de los parámetros contenidos en el segundo miembro 
de la ecuación (1.34). En efecto, haciendo 2=Y(X. Xo Y) —w 


хо, transformamos la ecuación £=f(x, y) con condición 


„ Z+ Yo), 2(0)=0. А esta ecuación 


al у (хо) = en а 
ya se le puede aplicar el teorema de la dependencia continua de 
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la solución respecto а los parámetros xo € 4 si la función f es 
continua y satisface la condición de Lipschit 

Por medio de estos mismos métodos pueden ser demostrados 
teoremas análogos para los sistemas de ecuaciones. 

Obsérvese que la dependencia continua de la solución у(х, хо, Ya)» 
х= (o bien б< х xa) de las condiciones iniciales xa € yo 
significa que para todo e >0 existe un ô (e, 6):>0 tal que de las 
desigualdades 


1з |766, 9 y ln—21 756,0 
se deduce la desigualdad 
AA 1% (1.36) 
рага 1 <x <b (fig. 1.18). 

Al aumentar b, disminuye, en general. 5(e, b), y puede tender 
a cero cuando h-> оо. Por eso, no siempre es posible escoger un 
número $(e) > 0 para el cual se satisfaga la desigualdad (1.36) 
para todas las х > ха: es decir que no siempre las soluciones 
cercanas en las condiciones iniciales permanecen cercanas para 
valores arbitrariamente grandes del argumento. 

La solución que varía poco al variar las condiciones iniciales 
en forma arbitraria, pero suficientemente pequeña, paru valores 
del argumento arbitrariamente grandes, se llama estable. Para más 
detalles sobre las soluciones estables, véase el cap. 4. 


Teorema 1.3 (sobre la dependencia analítica de la solu- 
ción con respecto al parámetro, teorema de Poincaré). La 
solución хи, p) de la ecuación diferencial x==ftl, х, p) que 
salisface la condición х (6) = хо, depende analiticamente del pará- 
metro y en un entorno del valor р =}, si la función | еп la 
región dada de variación de t y de x y en cierto entorno del 
punto ра, es continua en i y depende analiticamente de p y de x. 


Una afirmación análoga tiene lugar también para el sistema 
de ecuaciones 


х=, Xy х ХЮ 1,2,0, л). 


En este caso se presupone que las funciones f; son continuas еп 
el primer argumento y dependen analiticamente de los argumentos 
restantes, 

No daremos una demostración detallada de este teorema, así 
como de otros teoremas que exigen la aplicación de la teoría de 
las funciones analíticas. Recomendamos al іесіог el articulo de 
A. N. Tíjonov, que contiene la demostración más sencilla del 
teorema sobre la dependencia analítica de Ja solución con respecto 
al parámetro. 
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La idea de la demostración de А. N. Тіјопоу se reduce a lo siguiente: 
considerando que p puede tomar también valores complejos, se demuestra la 


» lo cual significa precisamente que la 


y 
du 3 
amente de p. La existencia de este límite se deduce 
A, 
E satisface la ecuación diferencial lineal 
AMAN SÓN 
14р AL An 
Те хд нА) AS 
ЖЕРЕ Е 
al tender el incremento Ap de cualquier modo a cero, 
de la ecuación 


CA AN 


ао "+ ди 


Teorema 14 (sobre la derivabilidad de las soluciones). 
Si en un entorno del punto (ха, yw) la función f(x, y) tiene derivadas 
continuas hasta de k-ésimo orden inclusive, la solución y(x) de la 
ecuación 


existencia del límite lim 
Su > 0 


solución depende апай! 


del hecho que la razón 


cuya solución es 
tiende a la soluci 


Lo 0.37) 


que salisface la condición inicial у(х) = у, tendrá derivadas con- 
tinuas hasta de (k+ 1)-5іто orden inclusive en cierto entorno del 
punto (хь, Yo). 

Demostración. Sustituyendo y(x) en la ecuación (1.37), 
obtenemos la identidad 


TON (1.37) 


Por lo tanto, la solución у(х) tiene la derivada continua f (x, y(x) 
en un entorno del punto considerado. Entonces, debido a la 
existencia de derivadas continuas de la función /, existirá la 
derivada segunda continua de la solución 


of al 
TOS 


Si А>. 1, entonces, en virtud de la existencia de las derivadas 
continuas de segundo orden de la función f, se puede, derivando 
nuevamente la identidad (1.37,), obtener la existencia у la 
continuidad de la tercera derivada de la solución 

Фу Py A CAC ANGA 


Д 
gi h Н (+). 
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Repitiendo este procedimiendo А veces, se demuestra el teorema. 
Consideremos ahora los puntos (хо. Yo) en cierto entorno de 
los cuales no existe la solución de la ecuación 2 =P (v, y) que sa- 
tisface la condición у(х) =y o existe pero no es única. Estos 
puntos se llaman puntos singulares. К 
La curva formada enteramente por puntos singulares se llama 
singular. Si la gráfica de cierta solución está formada enteramente 
por puntos singulares, dicha #7 
solución se Пата singular. 


y 


Fig. 1.19 Fig. 1.20 


Para hallar los puntos singulares o las curvas singulares, hay 
que encontrar ante todo el conjunto de puntos en los cuales no se 
cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad de 
la solución, puesto que sólo entre dichos puntos pueden haber 
singulares. Naturalmente, no cada punto en el cual no se cumplen 
las condiciones de dicho teorema es necesariamente singular, ya 
que las condiciones del mismo son suficientes para la existencia 
y unicidad de la solución, pero no necesarias. 

La primera condición del teorema indicado (véase la pág. 43) 
no se cumple en los puntos de discontinuidad de la función 
f(x, y). Además, si al acercarse por cualquier camino a cierto 
punto aislado de discontinuidad (хо, yo), el módido de la función 
Ёо, y) crece indefinidamente, entonces en los problemas en que 
las variables x e y son equivalentes, la ecuación Рта Y 
como hemos convenido más arriba, debe ser sustituida por 
т yg: cuyo segundo miembro ya es continuo en el punto 


) = 1 
{Xos Yo) si consideramos que Tao 
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Por consiguiente, en los problemas еп que las variables x e y 
son equivalentes, la primera condición del teorema de existencia 
y unicidad no se cumple en los puntos en que las funciones 

1 H * 
ТО, 0 Y pory зоп discontinuas. | 

Con parlicular frecuencia nos encontramos con ecuaciones de 
la forma 

dy _ Mi, a) 
2) (1.38) 


donde las funciones М(х, 9) y, NG 0 son continuas, En este 

p м”, Nay án si å is- 
caso, las funciones pep y ү serán simulláncamente dis 
continuas sólo еп los puntos (xy yy) en los cuales М(х и) = 
= N (Xy y) =0 y no existan los limites 


ГЕУ 


Veamos algunos puntos singulares 


ípicos de la ecuación (1.38). 


Ejemplo 3. 
de 24 
rr 

El segundo miembro de la ecuación dada, y el de la ecuación 8-е р. son 


discontinuos en el punto x=0,, y=0. Integrando, obtenemos у= сз, que es 
una familia de parábolas (fig. 1.19), y х==0. En el origen de coordenadas 
tenemos un punto singular, llamado mudo. 

Ejemplo 4. 


de 


El segundo miembro de esta ecuación, y el de la ecuación 


dy x+y 
discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando la ecuación homogênea 
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considerada (compárese con el ejemplo 3 de la pág. 39 ), obtenemos 
A 
gl 
Vra *, 
o, en coordenadas polares, p=ce?, que son espirales logaritmicas (fig. 1.21). Un 


punto singular de este tipo se llama foco. 
Ejemplo 6. 


El segundo miembro de esta ecuacion y el de la ecuación F= — $ son 
discontinuos en el punto x=0, y==0. Integrando, obtenemos xè-pi==c?, que 
Y 
y 
2 
2 
Fig 121 Fig. 1.22 


es unu familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas (lig. 
1.29). Este tipo de punto singular, o sea, un punto singular cuyo entorno está 
cubierto por una familia de curvas integrales cerradas, se llama centro, En este 
ejemplo no existe ninguna solución que satisfaga la condición y (0) = 0. 


El problema de los puntos singulares y de su clasificación será 
enfocado desde un punto de vista un tanto diferente en el capí- 
tulo 4. 

La segunda condición del teorema 1.1 de existencia y unicidad 
de la solución: la condición de Lipschitz, o la condición más 
grosera de la existencia de la derivada parcial acotada соп 


i E А 
mayor frecuencia по se cumple en Jos puntos en que Ра crece inde- 


finidamente al aproximarse a ellos, o sea, en los puntos donde 


1 
7-0. 
% | 
La ecuación эу =0, en general, define cierta curva, en cuyos 


EN 
puntos puede no tener Ingar la uni 


ad. Si en los puntos de esta 
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cuyva la unicidad se viola, entonces la curva será singular. Si, 
además, esta curva es integral, obtendremos una curva integral 
singular. 


Fig. 1.23 


Es posible que la curva y = 0 tenga varias ramas; entonces para 


Y 
cada una de ellas hay que resolver el problema de si esta rama 
es una curva singular, o bien una curva integral, о по. 


Ejemplo 7. ¿Tiene solución singular 1а ecuación -agtt 
Las condiciones del teorema de existencia y unicidad se cumplen en un en- 
torno de cualquier punto: por lo tanto, uo hay solución singular. 


i ы Р дор @ 
Ejemplo 8. ¿Tiene solución singular la ecuación 225 }/ (y — 1+5? 


2g- 


El segundo miembro es continuo, pero la derivada parcial 2 


crece indefinidamente al aproximarse a la recta 
recta puede по cumplirse la unicidad. Sin embargo, la función у > х uo satis- 
ace la ecuación considerada y, por consiguiente, no hay solución singular. 


Ejemplo 9. ¿Tiene solución singular la ecuación El ТЕУ 
П 
A 


oy 
y=x, pero esta vez la función y=x salistace la ecuación dada. Queda por 


E 
por lo tanto, en dicha 


Al igual que en el ejemplo anterior, la ecuaci tiene la forma 
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lad en los puntos de esta recta. Mediante la 
, se reduce la ecuación inicial a una ecua 
le lo cual hallamos si icultad la solución: 


se viola o no la mu 
n de variables z=y—. 
iables separables, luego 


x—e) Las curvas de esta familia pasan por los puntos de la gráfica 


y=x (ig. 1.29). Por consiguiente, en cada punto de la recta 
y=x la unicidad se viola, y la función y=x es una solución singular. 

Este ejemplo demuesira que la sola continuidad del segundo miembro de 
la ecuación 


Pal уб. 


del problema inicial Sundamen- 


no es suficiente para la unicidad de la solu 
existencia de la solución con ello 


tal; sin embargo. se puede demostrar que la 
ya está garantizada 


$7. METODOS APROXIMADOS DE INTEGRACION 
DE LAS ECUACIONES DE PRIMER ORDI: 


En el parágrafo anterior ya hemos visto dos métodos aproxi- 
mados de integración de ecuaciones diferenciales: el método de 
Euler y el método de las aproximaciones sucesivas. Sin embargo, 
ambos métodos tienen insuficiencias sustanciales, рог lo que son 
relativamente poco utilizados en la práctica del cálculo apro- 
ximado. 

Las virtudes de los métodos aproximados se valoran por la 
exactitud de los resultados que éstos dan y por la simplicidad de 
los cálculos. Las insuficiencias del método de lus aproximaciones 
sucesivas son la relativamente lenta convergencia a la solución 
de las aproximaciones y la complejidad de los cálculos. La insufi- 
ciencia del método de Euler es la poca exactitud, para elevar la 
cual hay que tomar un paso A muy pequeño. Esto conduce a cál- 
culos muy largos. 

A propósito, un pequeño perteccionamiento del método de Euler, 
el llamado emparejamiento (o iteración), conduce ya a un esquema 
de cálculo bastante cómodo. Al aplicar el método de Euler con 
emparejamiento, se divide el segmento x<x<b, en el que hay 
que calcular la solución de la ecuación $% =/ (х, y) determinada 
por la condición у(х) =й, en partes iguales de longitud h = = . 
Denotando xa + ЁЛ == xp, y (xo А) == Yu, Y (o-i kh) = уу, se calcula 
Ver Si Y, ya fue hallado, al principio por la fórmula de Euler: 

Vin ВИ, O bien Ду, = Yre — Y = hye (1.39) 


es decir, en cl segmento x,t kh х xo + (6-1) А se sustituye la 
curva integral que pasa рог el punto (xj уз) por un segmento 


b 
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de su tangente en ese mismo punto (véase la fig. 1.13, pág. 42). 
Después se precisa el valor calculado уз „з, para lo cual se defer- 
mina la derivada yası =f (һал, Ya) Y Se aplica nuevamente la 
fórmula de Euler (1.59), pero tomando en lugar de ys la media 
aritmética de los valores calculados de las derivadas en los puntos 


олега ‚ ез decir, se considera 
йы =y th haee | (1.40) 


El valor nuevamente calculado y,,, nos permite саісцаг- un nuevo 
valor de la derivada: Jay = f {ху Буу), después de 10 сиз} 


ОШ. 
vuelve a calcular la media aritmética de las derivadas Шй, 
y se aplica de nuevo la fórmula (1.40) 


Bari Yeh RE 
Este proceso se continúa hasta que coincidan, en los límites de 
la exactitud dada, los resultados de dos cálculos sucesivos de los 
valores de Yy,1 Luego, por el mismo método, se calcula ypyg eto. 
El método de Euler con emparejamiento da еп cada paso un 
error de orden А? y con frecuencia se aplica en la práctica det 
cálculo. Sin embargo, con mucho mayor frecuencia se utilizan 
métodos más exactos (como los de Stórmer, Runge, Milne y otros), 
basados en la sustitución de la solución buscada por varios miem- 
bros de su desarrollo de Taylor 


Ursi © Yr taht Д USO (1.41) 


es decir, en la sustitución de Ја curva integral buscada por una 
arábolu de n-ésimo grado, que tenga un contacto de orden л con 
la curva integral en el punto х= хь =з. 

La aplicación directa de la fórmula de Taylor (1.41) en cada 
paso conduce a cálculos complejos y no de un mismo tipo, por lo 
que ésta se aplica comúnmente sólo para calcular algunos valores 
cercanos а х= хо, necesarios рага la aplicación de esquemas de 
cálculo más cómodos. Entre éstos se debe mencionar ante todo 
el método de Stórmer, en el cual el cálculo se realiza mediante 
una de las siguientes fórmulas, según el grado de la parábola 
de aproximación: 


1 
а Ал. 01.42) 


1 5 
Bers Y ЕЧ + Mig Ar (1.43) 


ESO 
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3 
Laa (1.44) 


1 5 
Yin = Y 96 зу Аа 


1 5 3 251 
та 9 у А-а т mat Аа-а — 720 Mas (1.45) 


Las fórmulas de Stórmer pueden ser obtenidas mediante la in- 
tegración, desde x, hasta xXj,1, de la indentidad y'= f(x, y(x), 
en la cual y(x) es la solución buscada: 


„+ { Ро, yop ах, 


Ул 


aplicando la fórmula de cuadratura, conocida del curso de aná. 
isis: 
tpi 


ФО) акаеп |е, Аа Ача 


fe 


+ At]. 0140 


Recordemos que esta fórmula de cuadratura se obtiene mediante 
la sustitución de la función subintegral ¢(x) por un polinomio 
de aproximación según la fórmula de interpolación de Newton y 
el cálculo de las integrales de cada sumando. 

La apreciación del resto de la fórmula de cuadratura (1.46) 
muestra que el error en la fórmula (1.42) en un paso es de orden 
h%; en la fórmula (1.43), de orden A*; en la (1.44), de orden A5; 
en la (1.45), de orden A*. Si se toma еп cuenta que para varios 
pasos los errores se pueden sumar, entonces para la apreciación 
del error en n pasos hay que multiplicar las apreciaciones obte- 
nidas para un paso por na ‚ lo cual puede conducir a la 
variación del orden del error mencionado más arriba. 

Observación. Se puede demostrar, por desarrollo directo 
según la fórmula de Taylor en un entorno del punto x=X,, que 
el segundo miembro de la fórmula de Stórmer (1.42) coincide con 
los tres primeros términos del desarrollo de y,,, según la fórmula 
de Taylor (1.41), con exactitud de hasta los términos que contie- 
nen a Л en potencias mayores que 


Yet hy + 


(1.47) 


$ 7. Métodos aproximados de integración (de ecuaciones) 67 


el segundo miembro de la fórmula siguiente de Stórmer (1.43), 
con exactitud de hasta los términos que contienen a А en poten- 
cías mayores que 3, coincide con 


A 
мъти 
etc. Para la fórmula (1.42), por ejemplo, obtenemos: 
r A ‚ 1 . А 
Yeh ААД = АД ЕИ) (1:48) 
о, desarrollando 


Ya Y (кул) 
por la fórmula de Taylor 


Y ad (о) hy EHER H 


y sustituyendo en (1.48), obtenemos: 


RA 


г lo tanto, los tres primeros términos coinciden сол los tres 
érminos del desarrollo según la fórmula de Taylor (1. 47). 

Para comenzar el cálculo por las fórmulas de Stórmer es nece- 
sario conocer los valores de la función buscada no en uno, sino 
en varios puntos (al aplicar la fórmula (1.42), en dos puntos: xo 
y oh; al aplicar (1.43), en tres: хә, ху {А у х,--2В, elo). 

stos primeros valores pueden ser calculados por el método de 

Euler con paso disminuido, o aplicando la fórmula de Taylor 

(1.41), o por el método de Runge expuesto brevemente mås abajo. 
Tomemos, por ejemplo, la fórmula (1.44): 


1 5 3 
Y =Y tgd g a 5496-21-848-3, 


y supongamos que, aparte del valor inicial dado y,, ya hemos 
ballado yı, Ya € Ya. Entonces se pueden calcular: 

Фа (o yh, p= F (xio А), 

а= (худ, p= (ху. ydh, 
y, рог lo tanto, también 
9—9, M=4:— g Аф E Gamia 
Aqy— o, А%ф = Aga — А4, Адо = AG — Ago. 
Ahora, mediante la fórmula (1.44), calculamos el valor y, y, 


conociendo éste, obtenemos g4, Ags, 44а y А371. Luego, por medio 
de la misma fórmula (1.44), calculamos ys, etc. 


ES 
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Los resultados del cálculo se anotan en la tabla siguiente, que 
se va llenando gradualmente: 


* , 4 м ке эе 
»% Yo Ф Ao 4% з, 
а Y “ а СЕД 
a Y Ш Ан 
slala] 

х 
Al 
ЕЯ 
а] 


Generalmente se exige calcular соп una exactitud dada el valor 
de la solución buscada de la ecuación diferencial en cierto punto 
x=b. Entonces surge de inmediato Ja pregunta: ¿cuál de las fór- 
mulas de Stórmer convendría utilizar y qué paso A garantiza 
la exactitud de cálculo exigida, sin ser demasiado pequeño para 
que no conduzca a un exceso de operaciones? Los órdenes de los 
errores para cada paso, indicados más arriba, dan cierta idea sobre 
la elección de la fórmula con la que conviene realizar los cálculos, 
y sobre la elección del paso. Hay que tener en cuenta, claro está, 
que tras unos cuantos pasos los errores pueden sumarse. 51 el paso 
h fue escogido correctamente, todas las diferencias en la tabla 
deben variar uniformemente, y las últimas diferencias en la fór- 
mula (1.44) deben influir sólo en las cifras de reserva. Un cambio" 
brusco de cierta diferencia demuestra que para el paso h escogido 
pueden no considerarse algunas peculiaridades de la variación de 
la función en el segmento considerado, lo cual puede traer apare- 
jado errores corisiderables en el cálculo de йу. 

Sin embargo, todos estos razonamientos no son del todo segu- 
ros, y valorizaciones más exactas del error son muy complejas e 
incómodas. Por eso a menudo se aplica el siguiente método práctico 
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y bastante efectivo: se escoge un paso A, en base a los razonamien- 
tos inexactos expuestos más arriba; se realiza el cálculo mediante 


una de las fórmulas de Stórmer, con pasos A y $, у secome 


paran los resultados en los puntos comunes. Si dichos resultados 
coinciden en los límites de la exactitud dada, entonces se considera 
que el paso h asegura la exactitud de cálculo dada. Si, en cambio; 
los resultados no coinciden en los límites de la exactitud dada, 


entonces se disminuye el paso a la mitad, se realizan los cálculos 
А 
соп Jos pasos £ у `Ë, y se comparan nuevamente los resultados, etc. 


Es conveniente realizar en forma paralela los cálculos con pasos 
hy Š, para notar lo antes posible la no coincidencia: йе los resul- 


tados, y no efectuar un trabajo innecesario. Este método de doble 
computación tiene además la cualidad de que al aplicarlo se 
excluyen casi por completo los errores en fos cálculos, puesto que 
éstos, por regla general, son descubiertos al comparar los resultados 


de los cálculos con pasos h y ЕА 


Para hallar varios valores iniciales y; necesarios рага el co- 
mienzo de los cálculos por el método de Stórmer, se puede reco- 
mendar, aparte de los métodos señalados más arriba (método de 
Euler con paso disminuido, соп iteraciones o sin ellas, o método 
de desarrollo según la fórmula de Taylor), el método de Runge. 

Según este método, para hallar yy, hay que calcular cuatro 
números: 


h h 
m=i w т (2 + TE), 


(1.49) 
matt nt). matth, ит), 
y entonces 
Yre = Yr + (m -+ 2m + 2m + т). (1.50) 


El método de Runge se aplica generalmente sólo para el cálculo 
de varios valores iniciales д, Ya ..., necesarios para comenzar 
los cálculos por el método de Stórmer; sin embargo, por este mé- 
todo se pueden calcular también los demás valores. El método de 
Runge, al igual que el de Stórmer, se fundamenta en la aproxi- 
mación de la curva integral buscada por una parábola osculatriz. 

Si se compara el segundo miembro de la fórmula de Runge 
(1.50) con el desarrollo por la fórmula de Taylor 


А to 1 $ 
аА ЙУ + УЛ MA 
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resulta que los términos con potencias menores de cinco coinciden. 
Por eso, al calcular varios valores iniciales por el método de Runge, 
con paso ulterior al cálculo por medio del método de Stórmer 
según Jas fórmulas (1.42), (1.43) o (1.44), se puede realizar el cál- 
culo con el mismo paso й. Si, en cambio, a continuación se aplica 
la fórmula de Stórmer (1.45), entonces el comienzo del cálculo 
por el método de Runge debe efectuarse con paso disminuido, 
puesto que para un mismo paso la fórmula (1.50) no garantiza la 
misma exactitud de los cálculos que la (1.45). A propósito, con 
frecuencia aún al aplicar la fórmula de Stórmer (1.43) y la (1.44), 
el comienzo de los cálculos se realiza de todos modos mediante la 
fórmula de Runge con paso disminuido, ya que incluso un pequeño 
error en el cálculo de los valores iniciales para la fórmula de Stör- 
mer puede disminuir bruscamente la exactitud de los cálculos 
ulteriores *). 

Las máquinas calculadoras modernas de acción discreta permiten 
realizar los cálculos indicados arriba por los métodos de Stórmer 
o de Runge con excepcional rapidez (varias decenas y hasta centenas 
de miles de operaciones por segundo). Además, el propio proceso 
de programación puede ser considerablemente simplificado por 
medio de la aplicación de programas standard, preparados para los 
métodos de Stórmer y de Runge. En este caso, para la integración 
aproximada de la ecuación diferencial y'=f (x, y). 4 (Xo) =Y» hay 
que confeccionar sólo el subprograma para el cálculo de los valores 
= (ху. Ya). e incluirlo en el programa standard. 


Ejemplo. 
иени n= 
Hallar el valor pos соп aproximación de 0,0}. 
Aplicando el desarrollo según la fórmula de Taylor 
ЖООР 
TA И 


se calcula el valor de у(х) en los puntos x1=0,1 y 

y(0,1)=—0,9088 e y(0.2 
еп, en lugar de y(0,2), se calcula y(—0,1), lo cual es aún más preferible, 
que'el pinto жж —0.) se encuentra más cerca del punto inicial хо==0 que 


el punto xa==0,2). Los valores subsiguientes se calculan, por medio de fórmula 
de Stórmer (1.43) con paso k=0.1, y los resultados del cálculo se disponen еп 


„2: 
—0,8309 


una tabla (sin las diferencias 454). Después de esto, о en forma paralela, se 
realiza el cálculo con paso 3 =0,05. Como resultado, se obtiene: 
y (0,5) ж — 0,63. 


Para una exposición más detallada de los métodos aproximados de inte 
pe de las ecuaciones diferenciales, consúltese los libros de A. N. Krilov, de 
. S. Berezin у N. P. Zhidkow (véase la bibliogralía recomendada). 
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$ 8. TIPOS SIMPLES DE ECUACIONES NO RESUELTAS CON RESPECTO 
A LA DERIVADA 


La ecuación diferencial de primer orden no resuelta con respecto 
a la derivada, tiene la forma 
Р(х, y, y)=0. (1.51) 
Si esta ecuación puede ser resuelta con respecto a y”, se obtienen 
una о varias ecuaciones 
у=, 0) (1, 2, ..). 


Integrando estas ecuaciones, ya resueltas con respecto а la derivada, 
se hallan las soluciones de la ecua- y 
ción inicial (1.51). 


Integremos, por ejemplo. la ecuación 
(У#—(к+#ф/--ху<0. (1.52) 
Resolviendo esta ecuación, que es cuadrá- 
tica con respecto a y’, tendremos: y =x 


e y == y. Integrando cada ecuación обе) 
da, hallamos: 


01.53) 
e 

y=0e. (1.55) 
(fig. 1.24). Ambas familias de soluciones 
satisfacen la ecuación inicial. 

Las curvas formadas por un arco de 
curva integral de la familia (1.53) y un arco 
de curva integral de la familia (1.54), si en 
el punto común poseen una tangente común, 
serán también curvas integrales lisas de la 
ecuación (1.52). En la fig. 1.25 está represen- 
lada curva integral de lu ecuación (1.52), 
formada por las gráficas de las soluciones 


y=% +e para с. + —=<х<1, e 
сех, para с 


Fig. 1.24 

y 

fig. 126 se muestra la curva integral de la ecuación (1.52), formada por las 
E 


. i&x< o; en la 


gráficas de las soluciones х0, e y=0 si x > 0. 


De esta manera, 1з ecuación 
Р(х, y, y)=0 (1.51) 


puede ser integrada resolviendo con respecto a y e integrando las 
ecuaciones obtenidas y'=f,(x, y) ((=1, 2, -.-), ya resueltas con 
respecto a la derivada 
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Sin embargo, raramente la ecuación (1.51) se resuelve de modo 
sencillo con respecto a y”, y con menor frecuencia aún las ecuacio- 
nes y'=f,(x, y), obtenidas después de la resolución con respecto 
a у se llegan a integrar fácilmente. Por eso, a menudo hay que 
integrar ecuaciones del tipo (1.51) por otros métodos. Consideremos 
los siguientes casos. 

1) La ecuación (1.51) tiene la forma 


F(y)=0, (1.55) 


y además existe рог lo menos una raíz real y =; 
de esta ecuación. 


ye” 


A F 


Ya 


Fig. 1.25 Fig. 1.26 
Como la ecuación (1.55) no contiene a x ni a y, k, es constante. 
Por lo tanto, integrando la ecuación у' = ,, obtenemos y = k;x +c, 
o bien 6—02. Pero k; es raíz de la ecuación (1.55); por lo tanto, 


F (52) -0 es integral de la ecuación considerada. 


Ejemplo 1. 
UPUH +3=0. 
La integral de la ecuación es 
ye y _ (uy. 
(55) (15) 
2) La ecuación (1.51) tiene la forma 
Р(х, y)=0. (1.56) 


Si esta ecuación es difícil de resolver con respecto a y”, enton- 
ces es conveniente introducir un parámetro t y sustituir la ecua- 
ción (1.56) por dos ecuaciones: x=p (1) e y' =p (1). Ya que dy =y'dx, 
en este caso dy=p (1) p' (1) dt, de donde y=(w() g (04-с y, 


с 


+3=0. 
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por consiguiente, las curvas integrales de la ecuación (1.56) se 
determinan en forma paramétrica mediante las siguientes ecuaciones: 


х=Ф(0, 
у [909 04+. 


Si la ecuación (1.56) es fácilmente resoluble соп тезресіо. а.х, 
x=q (y), casi siempre resulta cómodo introducir y'=f en calidad 
de parámetro. Entonces 


x=0(0, dy=ydx=14 (Dal, у= | ty (dt +c. 


Ejemplo 2 pl 
Uy 
Haciendo y'=1, resulta 
Bt, ПЕЛ 
dy=y'de= t (3—1) dt, 
E (1.58) 


Las ecuaciones (1.57) y (1.58) determinan en forma paramitrica la familia de 
curvas integrales buscadas. 
Ejemplo 3, 
VIS. 


Hacemos y'=tg t, — q < £ <р; entonces 
z=sen t, (1.59) 
dy=y dr=tgt-cos t dt =sen t dt, 
y=—cost+e (1.60) 


o, eliminando £ de las ecuaciones (1.59) y (1.60), se obtiene x*4+(g—c)t=1, 
que es una familia de circunferencias- 


3) La ecuación (1.51) tiene la forma 
Fiy, y)=0. (1.61) 
Si es difícil resolver esta ecuación con respecto a y”, entonces, 


como en el caso anterior, es conveniente introducir un parámetro £ 
y sustituir (1.61) por dos ecuaciones, y=p(1) e y =№(0). Puesto 
4 


que dy = y'dx, entonces dx = Y = COGE, de donde x= e, 
Por lo tanto, las curvas integrales buscadas se determinan en forma 
paramétrica por las ecuaciones 


х= ч +сеу=е(0. 


En particular, si la ecuación (1.61) se resuelve fácilmente соп 
respecto a y, comúnmente resulta cómodo tomar a y' en calidad de 
parámetro. 
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Efectivamente, si y=4 (y). haciendo y’ = f, obtenemos y = (1), 
PEE DA 
y 6. 


(94а 


у= ++ +5. 
Haciendo y'= 1, resulta 


Ejemplo 4. 


494-25-5, (1.62) 
Д 


y т 
dr Y AA ya (se Hutt) an 


5и 32 
ааа, (1.63) 


Las ecuaciones (1.62) y (1.63) son ecuaciones paramútricas de la familia de cur- 
vas integrales. 
Ejemplo 5. 


Haciendo 07 == 30 1, resulta 


pocht, (1.64) 
„UL Mid 
=y ar. 

tutte у 


o bien, eliminando el parámetro £ de (1.64) y de (1.65), obtenemos y= ch (х—). 


Consideremos ahora el caso general: el primer miembro de la 
ecuación 
F(x y, y)=0 (1.51) 


depende de los tres argumentos x, y e y”. Sustituyamos la ecuación 
(1.51) por su representación paramétrica: 
£=q(4, 0), y=P(u, 0), Y = (ш, 0). 
Utilizando la dependencia dy = y' dx, tendremos 


д 9 
Mau + do q lu, оа. dol, 
de donde, resolviendo con respecto а la derivada $, se obtiene 


¿2-3 
шыл сы, (1.66) 
9 00 


Сото resultado, obtuvimos una ecuación de primer grado, уа re- 
suelta con respecto a la derivada, con lo que el problema se reduce 
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al considerado en los parágrafos anteriores; sin embargo, claro está, 
la ecuación obtenida (1.66) rara vez se integra en cuadraturas. 
Si la ecuación 
F(x, y, y)=0 


se resuelve fácilmente con respecto a y, frecuentemente es cómodo 
tomar a x y a еп calidad de parámetros и y о. Electivamente. 
si la ecuación (1.51) se reduce a la forma 


к=к) (1.67) 
entonces, considerando a x y a у =p сото parámetros, se obtiene 
к=, p а ах+ 4р 

o bien 


(1.68) 


Integrando la ecuación (1.68) (la cual, claro está, no siempre se 
integra en cuadraturas), obtenemos Ф (х, р, с) =0. El conjunto de 
ecuaciones Ф (х, с) =0 e y=f(x, р), donde р es un parámetro, 
determina la familia de curvas integrales. 

Obsérvese que la ecuación (1.68) puede ser obtenida derivando 
la ecuación (1.67) con respecto a x. En efecto, derivando (1.67) 
respecto a x y haciendo 07 = р, obtenemos p=34- 4, lo cual 
coincide con (1.68). Por ello, este método es llamado frecuente- 
mente integración de ecuaciones diferenciales por derivación. 

De manera completamente análoga a menudo se integra la 
ecuación 


F(x, y, уу=0, 
si ésta es fácilmente resoluble con respecto a x: 
x=] (y, y) (1.69) 
En este caso, tomando como parámetros a y y a y'=p, у utili- 
zando la dependencia dy-- y'dx, se obtiene 
=p|Ldy4 2% 
dy=»|x 4+; dp]. 
o bien пре 
LY. 00 
7 ы (1.70) 


Integrando la ecuación (1.70), obtenemos W(y, р, c)=0. Esta 
ecuación, junto con x=/(y, р), determina las curvas integrales 
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de la ecuación inicial. La ecuación (1.70) puede obtenerse de 
(1.69) derivando con respecto a y. 
Como ejemplo de la aplicación de este método, consideremos 
la ecuación linea! respecto a x y 2 y 
SAS U) 
llamada ecuación de Lagrange. Derivando con respecto а х y ha- 
ciendo у = р, obtenemos 
5 cr ny (р) 52 

р ф(0) + хф AO ш, (1.71) 
o bien 

ре y (o). (1.79) 


Esta ecuación es lineal en х y ag у, por lo tanto, se integra 
fácilmente, por ejemplo, mediante el método de variación de la 
constante. Habiendo obtenido la integral Ф(х, p, c)=0 de la 
ecuación (1.72) y agregándole у= хф (р) (р), se obtienen las 
ecuaciones que determinan las curvas integrales buscadas. 

Al pasar de la ecuación (1.71) a la (1.72), hubo que dividir 


entre g, Pero con esto se perdieron Jas soluciones — si éstas exis- 


ten — para las cuales р es constante, lo que significa que La 0. 


Considerando a p constante, notamos que la ecuación (1.71) se sa- 
tisface sólo cuando р es raíz de la ecuación p—p(p)=0. 

De esta manera, si la ecuación p—q (p)=0 tiene raices reales 
P= ру, entonces a las soluciones halladas más arriba de la ecua- 
ción de Lagrange hay que agregar у = хо (0) +p(p), p= р, O bien, 
eliminando р, y=xq (p)+v(p), que son líneas rectas. 

Hay que estudiar separadamente el caso cuando р – Ф(0) =0 y, 
рог lo tanto, al dividir entre ¿2 se pierde la solución р = с, donde с 
es una constante arbitraria. En este caso, 9 (y) =y', y la ecua- 
ción у= хф (4) +v (4') toma la forma у= ху +p(y”), que se llama 
ecuación de Clairauf, Haciendo у = р, obtenemos y=Xp+p(0). 
Derivando respecto а x, tendremos 


o O. 
o bien 
(кф 00) 42 0, 


de donde o @ =0, es decir, p=c, o bien хф (0) = 0. 
z 
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En el primer caso, eliminando р se obtiene 
исә, (1.73) 


que es una familia monoparamétrica de rectas integrales. En el 
segundo caso, la solución se determina por las ecuaciones 


хр+%ф(р) y x+Y(9)=0. (1.74) 


No es difícil comprobar que la curva integral, determinada por 
las ecuaciones (1.74), es la envolvente de la familia de rectas in- 
tegrales (1.73) 


Y 


2 
Fig. 1.27 Fig. 1.28 
En efecto, la envolvente de cierta familia (x, y, с) =0 se 
determina por las ecuaciones 
Фе,» д=0 y б=0, 0.75) 


las cuales para la familia y=cx-+0p(c) tienen la forma 
y=cx+ plo, + Y ()=0 


y sólo se diferencian de la ecuación (1.74) en la notación empleada 
para el parámetro (fig. 1.27). 

Observación, Como es sabido, las ecuaciones (1.75) pueden 
determinar, aparte de envolventes, lugares geométricos de puntos 
múltiples y, a veces, otras curvas; sin embargo, si al menos una 


de las derivadas 92 б 97. es diferente de cero y ambas están 


acotadas en los puntos que satisfacen las ecuaciones (1.75), enton- 
ces dichas ecuaciones determinan sólo la envolvente. En este caso, 
estas condiciones se cumplen: ®р = —с, $2 =1. Por lo tanto, las 
ecuaciones (1.75) determinan una envolvente, que puede degenerar 
en un punto si la familia (1.73) es un haz de rectas. 
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Ejemplo б. 
/%; ecuación de Clairawt. 


к=" 


La familia monoparamétrica de rectas integrales tiene la forma у= сх —с. 
Además, la envolvente de esta familia, determinada por las ecuaciones y=: 


y x—2=0, es curva integral. Eliminando с, obtenemos у= т (не. 1.28). 
Ejemplo7. 


уху у: ecuación de Lagrange. 
y», 
yap (176) 
Derivando, se obtiene $ y 
29 4.25 97 _зр+@Р т 
p 2042: у; —30% 22 өл) 
у, Inego de dividir entre “2, llegamos a la ecuación 
de 
2. 


a, 
p 


р?. Por lo tanto, las cur- 


a 
vas integrales se determinan por las ecuaciones y=2rp— p’, x Б м. 
М dividir entre 42, como se dijo antes, se pierde la solución p= рі, 


dx 
donde pi son Jas ratos de la ecuación р-у (p) =0. En este caso, se pierde la 
solución p="0 de la ecuación (1.77), a ja cual le corresponde, en base а la 


ecuación (1.76), la solución y=0 de la ecuación inicial. 


Integrando esta ecuación lineal, se obtiene x= 


$ 9. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LAS 
ECUACIONES DIPERENCIALES NO RESUELTAS CON RESPECTO 
A LA DERIVADA. SOLUCIONES SINGULARES 


En el $ 6 fue demostrado el teorema de existencia y unicidad 
de la solución y(x) de la ecuación $ =f (x, y) que satisface la con- 


dición y(x)=Yw. Un problema análogo surge también рага la 
ecuación de la forma Р (х, y, y)=0. Ёз evidente que para estas 
ecuaciones, por cierto punto (хо, ye) en general pasa по una, sino 
varias curvas integrales, puesto que resolviendo la ecuación 
F(x, y, y)=0 con respecto a y', por regla general obtenemos по 
uno, sino varios valores reales у = ў, (х, y) (1,2, ...). Si cada 
ecuación y'=f,(x, y) en un entorno del punto (х, yo) satisface 
las condiciones del teorema de existencia y unicidad del $ 6, 
entonces para cada ecuación existe una solución única que satis- 
face la condición y (x,)=ya. Por eso, la propiedad de unicidad de 
la solución de la ecuación Р(х, y, y')=0, que satisface la condi- 
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ción у(х) == у. se entiende generalmente en el sentido de que por 
el punto dado (xy, ya), en la dirección dada, no pasa más de una 
curva integral de la ecuación F(x, y, 0) ==0. 


EN $, 


Fig. 1.29 


Por ejemplo, рага las soluciones de la ecuación (22) —1=0 la propiedad 
de unicidad se cumple en todas partes, ya que por cada punto (хь, ga) pasan 
dos curvas integrales, pero en diferentes direcciones. En electo, 

du 
PTE lx ee y= хс. 


Para la ecuación (49% —(r+y) w +xy=0, considerada en la pág. 71, la pro: 
piedad de unicidad se viola en los puntos de la recta y==x, puesto que por los 
puntos de dicha recta pasan las curvas integrales de las ecuaciones y' =x € 
y =y en una misma dirección (fig. 1.29). 


Teorema 1.5. Existe una solución única у = у(х}, ха, х 
< otho, donde h, es suficientemente pequeño, de la ecuación 


F(x, у, y)=0, (1.78) 


que satisface la condición y (xp) == уз, para la cual y' (xy) = 05, donde 
Ya es una de las raices reales de la ecuación Р(х, Yo 0) =0, si 
en un entorno cerrado del punto (ха. Ya, Yo) la función Р(х, y, у) 
satisface las siguientes condiciones: 

Т) Р(х, y, y!) es continua en todos sus argumentos; 
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2) la derivada ГА existe y es diferente de cero; 
3) existe la derivada ү , acolada en valor absoluto, 


EN 


Demostración. De acuerdo con el conocido teorema sobre 
la existencia de la función implicita, se puede afirmar que las 
condiciones 1) y 2) garantizan la existencia de una función única 
y = (х, y), continua en un entorno del punto (Xar Yo), la cual se 
determina por la ecuación (1.78) y satisface la condicion ya = / (Xo, Ya). 
Queda por comprobar si ja función f(x, y) satisface o по la con- 


dición de Lipschitz, o la condición mis grosera [£| <M en un 
entorno del punto (Xe ya). De ser así, se podría afirmar que la 


ecuación 
уо. Йй (1,79) 
satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad 
(véase el $ 6, pág. 43), y que existe, por lo tanto, una solución 
única de la ecuación (1.79) que satisface la condición ЛЯ 
así como que existe una curva integral única de la ecuación (1.78) 
que pasa рог el punto (xp, y) y que tiene en éste el coeficiente 
angular de la tangente igual a Yi. 
Según el conocido teorema sobre funciones implícitas, se puede 
afirmar que al cumplirse las condiciones 1), 2) y 3) la deri- 


vada 1 existe y puede ser calculada por la regla de derivación de 


las funciones implícitas. 
Derivando la identidad Р(х, y, y') =0 respecto a y, y tomando 
en cuenta que y'=f(x, y), se obtiene 


o bien 


де. donde, considerando también las condiciones 2) y 3), se deduce 
que | < М en un entorno cerrado del punto (хь, рд. 


conjunto de puntos (x, y) en los cuales se viola la unicidad 
de. la solución de la ecuaci 


Ех, y, y)=0 (1.78) 
se llama conjunto singular, 
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En los puntos del conjunto singular debe violarse рог lo menos 
una de las condiciones dei teorema 1.5. Para las ecuáciones ' dife: 
renciales que se encuentran en los problemas prácticos se cumplen 


generalmente las condiciones 1) y 3), pero la condición 2), 3770 
con frecuencia se viola. 


Si las condiciones 1) y 3) se cumplen, en los puntos del con- 
junto singular deben cumplirse simultánzamente las ecuaciones 


EG у, y)=0 y $Б=0. (1.80) 
Eliminando a у de estas ecuaciones, obtenemos Ja ecuación 
D(x, y=0, (1.81) 


а la cual deben satisfacer los puntos del conjunto ES Sin 
embargo, no en cada punto que satisface la ecuación (1.81) se viola 
obligatoriamente la unicidad de la solución de la ecuación (1.78), 
a que Jas condiciones del teorema 1.5 son sólo suficientes para 
y unicidad de la solución, y no necesarias; por lo tanto, la vio- 
lación de cualquier condición del teorema no implica necesaria» 
mente la violación de la unicidad. 

De esta manera, sólo entre los puntos de la curva Ф (х, y)=0, 
llamada curva p-discriminante (debido a que la ecuación (1.80) se 
escribe frecuentemente en la forma Р(х, y, p)=0 y = 0), pue- 
den haber puntos del conjunto singular. 

Si una rama у=Ф(х) de la curva D(x, y)=0 pertenece al 
conjunto singular, y es al mismo tiempo curva integral, entonces 
se llama curva integral singular, y la función у= ф(х), solución 
singular. 

De este modo, para hallar la solución singular de la ecuacion 


Р(х, y, y)=0 (1.78) 


hay que hallar la curva p-discriminante, determinada por las ecua- 
ciones 


Р, ө, =0, E 


luego, aclarar por sustitución directa en la ecuación (1.78) si entre 
las ramas de la curva p-discriminante hay curvas integrales; si las 
hay, debe comprobarse además si se viola o no ja unicidad en los 
puntos de estas curvas. Si la unicidad se viola, Ja rama de la 
curva p-discriminante es curva integral singular. 


Ejemplo l ¿Tiene solución singular la ecuación de Lagrange 
y=2y (y) ” 
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Las condiciones 1) y 3) del teorema de existencia y unicidad se cumplen. 
La curva pdiscriminante se determina por las ecuaciones: y=2rp—p?, 
Зс—2р-=0, o bien, eliminando p,y=x". Esta parábola по es una curva inte 
gral, ya que la función y==x? no satisface la ecuación inicial. Por lo tanto, по 
hay solución singular. 
Ejemplo 2 Hallar la solución 
singular de la ecuación de Lagrange 


y 
¿wr 08) 


х= 0 


Fig. 1.30 Fig. 1.31 


Las condiciones 1) y 3) del teorema de existencia y unicidad se cumplen. 

La curva p-discriminante se determina por las ecuaciones 
4 1,8 ра, E pp 
y PA 900—090. 
De la segunda ecuación se halla p=0, o bien p~l; sustituyendo en la primera 
ecuación, se obtiene 
bien yx 
рех, o bien их. 

Sólo la segunda función es solución de la ecuación origin 

Para aclarar si la solución э=х—-$ es singular o no, hay que integrar la 
n (1.82) y aclarar si pasan otras curvas integrales por los puntos de la 
recla y=x—¿y en la dirección de dicha secta. Integrando la ecuación de Lag- 
range (1.82), se obtiene 


еси 


(<P> 1.89) 
De la ecuación (1.83) y de la fig. 1.30 se ve que la recta s=- es la en- 
volvente de la familia de parábolas semicúbicas (y —c)? == (х —с)?. Por lo tanto, 
en cada punto de dicha recta se viola la unicidad, puesto que en una misma 


dirección pasan dos curvas integrales: la recto у=х—әу y la parábola semi- 
cúbica, tangente а esta recta en el punto considerado. 
De esta manera, y=x—¿, es solución singular. 


7 
En este ejemplo la envolvente de la familia de curvas integrales es solu- 
ción singular. 
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Si llamamos envolvente de la familia 
Ф y, д=0 (1.84) 


a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a cierta 
curva de la familia (1.84) y en cada segmento es tangente a infi- 
nitas curvas de dicha familia, entonces la envolvente de la familia 
de curvas integrales de cierta ecuación F (x, y, y')=0será siempre 
una curva integral singular. 

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores de'x, и 
e у coinciden con los valores de x, y e y' para la curya integral: 
que es tangente а la envolvente en el punto (х, y). Por consiguiente, 
en cada punto de la envolvente los valores de x,.y e y' satisfacen 
la ecuación Р(х, y, y)=0, es decir, la envolvente es una curva 
integral (fig. 1.31). En саба punto de la envolvente se viola la 
unicidad, ya que por sus puntos pasan por lo menos dos curvas 
integrales en una misma dirección: la envolvente y la curva inte- 
ral de la familia (1.84), tangente a ella en el punto considerado. 
Ёп consecuencia, la envolvente es curva integral singular. 

Conociendo la familia de curvas integrales Ф (х, y, c)=0 de 
cierta ecuación diferencial F(x, y, y')=0, se pueden determinar 
sus soluciones singulares hallando la envolvente. Como es sabido 
del curso de análisis matemático, la envolvente está incluída en 
la curva c-discriminante, determinada por las ecuaciones 


Ow, y, 0)=0 y 2-0. 


Sin embargo, aparle de la envolvente, en la curva c-discriminante 
pueden estar incluídos también otros conjuntos, por ejemplo, el 
conjunto de puntos múltiples de las curvas de la familia conside- 
rada, en los cuales 07-0. Para que cierta гата de la curva 
c-discriminante sea con seguridad envolvente, es suficiente que en 
ella: 

1) existan las derivadas parciales, acotadas en valor absoluto, 


[jano [Pleno 


2) 92 50, о bien 9 +0. 
Obsérvese que estas condiciones son sólo suficientes, por lo cual 
las curvas en las que se viola una de las condiciones 1) o 2) tam- 
bién pueden ser envolventes. 


Ejemplo 3 Dada la tamilia de curvas integrales (ye (rc) de 
cierta ecuación diferencial (véase el ejemplo 2, pág. 82), hai hor ia solución sin- 
gular de ésta. 
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Hallamos la curva c-discriminante: 


ш@—с#=(х—с# y 200—0) = 3(0—0)2. 
Eliminando el parámetro с, se obtiene 


4 
#=х y х—у—уу=0. 


La recta yx es envolvente, ya que para ella se cumplen todas las condi: 


ciones del teorema sobre envolvente, La función y=x no satislace la ecuación 
dilerencial. La recta у= es el lugar geométrico de los puntos de retroceso 
(véase la fig. 1.30). En los puntos de esta recta se viola la segunda condición 
del teorema sobre envolvente, 

Ejemplo 4. Dada la familia de curvas integrales 


Y i—xte0 (1.85) 


de cierta ecuación diferencial de primer orden, hallar la solución singular de 
ésta. 

El problema se reduce a la búsqueda de la envolvente de la familia cunsi- 
derada. Si se aplica directamente el método indicado anteriormente sobre la 
búsqueda de la envolvente, obtenemos la igualdad contradictoria 1 =0, por lo 
que sería natural concluir que la familia (1.85) no tiene envolvente. Sin embargo, 
en este caso la derivada del primer miembro de la ecuación (1.85) respecto a y, 

s 


т-у! * se vuelve infinito para у= 0; por lo tanto, по se excluye la posi- 
bilidad de que y=0 sea envolvente de la familia (1.85) que no se pudo hallar 
к el Винод general debido a la violación del teorema sobre envolvente en la 
fecta y=0, 

Debe transformarse la ecuación (1.85) de manera que para la ecuación trans- 
formada, equivalente а la inicial, se cumplan las condiciones del teorema sobre 
envolvente, Рос ejemplo, escribamos la ecuación (1.85) en la forma y—(x—c)! == 0. 
“Ahora las condiciones del teorema sobre envolvente se cumplen, y aplicando el 
método general, obtenemos 


у=. 500—000, 


o, eliminando с, se obtiene la ecuación de la envolvente y=0 (fig. 1.32). 
Ejemplo'5. Dada la familia de curvas integrales 


PAP =0 (1-86) 


de cierta ecuación diferencial de primer orden, hallar la solución singular de ésta, 
La curva codiscriminante se determina por las ecuaciones 


й—(х—с%=0 y х—с=0, 
о, eliminando с, se tiene g=0. En la recta у=-0 se reducen а cero ambos deri- 
vadas parciales, 92. EA del primer miembro de la ecuación (1.86); por lo 
tanto, y=0 es el lugar geométrico de los puntos múltiples de las curvas de la 
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familia (1.86), en este caso, de los puntos de retroceso, Sin embargo, este lugar 
feométrico en el ejemplo considerado es a la vez también envolvente, En la 
ig. 1.33 se muestran las parábolas semicúbicas (1.86) y su envolvente y=0. 


Fig. L32 Fig. 1.53 
PAFRCICIOS DEL CAPITULO 1 
т. iggdr—clgrdy=0. 10. x(Inx—In }ду— уйх—0, 
(#‹-+-5у—®)4х хиа) ус, 

9 + бх 2—3) dy = 0. 12. (у) 9и. 

3. хунии. des 
А в. рет 

а ху, s E 

a n. hym, 

5. ydx—xdy=x"y dy. йк. Т 

в, B Haese, = 

тумору ихе, ла ы җы 

8. у теу, п. Le. 

e sent ATA 

“ш è 18. ymy Py: 


19. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia ryme. es decir, hallar 
los curvas que cortan ortogonalmente а los curvas de la familia dada. 

20. Hallar la curva cuya subtangente es igual al doble de la abscisa del 
punto de tangencia. 

21. Hallar la curva para la cual el segmento que determina la tangente en 
el eje de las ordenadas es igual a le abscisa del punto de tangencia. 

22. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia 

AE ptm dar 

23. Considerando que la velocidad de enfriamiento de cualquier cuerpo en 
el aíre es proporcional a la diferencie entre las temperaturas de dicho cuerpo y 
del aire, resolver el siguiente problema: si la temperatura del aire es igual a 
20°C y el cuerpo se enfria durante 20 minutos deste 100 hasta 60°C, ¿después 
de cuánto tiempo la temperatura del cuerpo alcanzará а 30°C? 

24. Una loncha a motor se mueve en agua calma con velocidad de 10 km/h. 
A plena carrera su motor fue apagado, y después de (=20 seg la velocidad de 
a lancha disminuyó hasta v=6 km/h. Determinar la velocidad de la lancha 
dos minutos después de parar el motor, considerando que la resistencia del agua 
es proporcional a la velocidad de movimiento de la lancha, 

25. Hallar la forma de un espejo que refleja paralelamente a una dirección 
dada todos los rayos que salen de un punto dado. 
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26. y'th yt =4. 
27. Hallar la curva cuyo segmento de tangente que se encuentra entre los 
ejes coordenados se divide еп el punto de tangencia en partes iguales, 
а. ы 
Emo 
30. Integrar numéricamente la ecuación 
di 
ETI, 00=0. 
Determinar y (0,5) con una exactitud de 0,01. 
31, Integrar numéricamente la ecuación 


Par, 0. 


Determinar у (0,0) con una exactitud de 0,01. 
32. y = 1,310—0,208, — y(0=2 
Construir la tabla de quince valores de y con paso A=0,02. 
33. y=2xy y". м. к= cos (a) 
as, Aplicando el método de ls isoclinas (vèsse la pág, 19), hacer un esbozo 
de la familia de curvas integrales de la ecuación 
dy 
dx 
36. (25 4-20— 1) dx-+(x4y—2) dy =0. 
37. y —y ех 0. 


ep. 


38. Hallar las trayectorias ortogonales a las parábolas 124 2ax =at, 
39. ¿Tiene solución singular la ecuación diferencial y= Sry’ (y)! 
40: Íntegrar aproximadamente la ecuación 

dy, ы 

gmr 00)=0 


por el método de las aproximaciones sucesivas (determinar yı е ga). 


a. Gaah Ci 


42. ¿Tiene solución singul 
43. (x— y) y dx— xè dy = 0. 
44. Hallar las trayectorias ortogonales a la familia y?=cx3, 
45. 451 = 10142 рага t=), x=2 

а жй 


рата 1—2, х4. 


la ecuación y'= $7 


para 
para х=! 


=i. 
—i, 
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52. y Есета 


58. y(1+y*)=a. 

54, (2—0) ds (y! +x) dy=0. 

55. Hallar un factor integrante de la ecuación 

(34 — x) de +24 (у#—3х) dy=0. 

de la forma p= p (2443. 

56. (0—0) ydi—x! dy =0. 

ПЕТТЕ. 

0 

58. xy 42 Inx-+y=0. 

59. (2—1) y +2xy—cosx=0. 

60. (Ay + 2r +3) y —2у—х—1=0. 

61. (0—2) =y +00, 

6. (1—3) y +29 ==0. 

63. ryty’ -+y — 2e 20. 

64. (y' + 04-0) y'—y=0, donde a es una constante, 

66. (y — 2y" x y0. 

ве. (y'P+2yy' clgx—yi=0. 


CAPITULO 2 


Ecuaciones diferenciales 
de orden mayor que 1 


$ 1, TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LA ECUACIÓN 
DIFERENCIAL DE n-ESIMO ORDEN 


Las ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden tienen la forma 
у= Y IU, e) 
o bien, si no están resueltas con respecto a la derivada de orden 


mayor: 
Fik, Y Ys ..., 89) =0. 


El teorema de existencia y unicidad para ecuación de n-ésimo 
orden se puede obtener fácilmente, llevándola a un sistema de 
ecuaciones para el cual fue demostrado dicho teorema еп la pág. 54. 

En efecto, si en la ecuación у" =f (x, A AE a E 
consideran como funciones desconocidas no solamente y, sino tam- 
bién y Y. y =le aa, YDE Ya. 1 entonces la ecuación (2.1) 
se sustiluye por el sistema 


Г 


Ya= 
НР 22 


д 
Га е ГАИ 


siendo posible ahora aplicar el teorema de existencia y unicidad 
de la solución de un sistema de ecuaciones (véase la pág. 54). 
Según este teorema, si los segundos miembros de todas las ecua- 
ciories del sistema (2.2) son continuos en la región considerada y 
safisíacen la condición de Lipschitz en todos los argumentos, 
excepto х, entonces existe una solución única del sistema (2.2), que 
sátisface las condiciones 


y) =й» 0 (0) = Ye <> Saa Cd nm, o 


Los segundos miembros de las n--1 primeras ecuaciones de (2.2) 
son continuos y satisfacen no sólo la condición de Lipschitz, sino 
también la condición más grosera de existencia de derivadas aco- 
tadas respecto a y, Yr Yp ---» у. Por lo tanto, las condiciones 
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del teorema de existencia y unicidad se cumplen si el segundo 
miembro de la última ecuación Y», =f(X, Y, Y» »--, Yn=1) €S CON- 
tinuo en un entorno de las condiciones iniciales, y satisface la 
condición de Lipschitz para todos los argumentos, comenzando 
desde el segundo, о la condición más grosera de existencia de des 
aveu parcials acotadas respecto a todos los argumentos; a partir 
ndo. 

Volviendo a las variables iniciales x e y obtenemos, en defini- 

tiva, el siguiente teorema de existencia y unicidad: 


Teorema 2.1. Si en un entorno de las condiciones iniciales: 
(хо, Yor Yos >>>: YSP) la función f es continua en todos sus агди- 
тепіоѕ y satisface la condición de Lipschitz respecto a todos los 
argumentos a partir del segundo, existe una solución única de la 
ecuación diferencial de n-ésimo orden y™=f (к, Y, Y, ..., 00) 
que satisface las condiciones 


YA) = Yo Y (т) =Yo, 0 (о) = ee yP ЫА 


La última condición puede ser sustituida por la condición más 
poa sobre la existencia, en dicho entorno, de derivadas parcia- 
les acotadas de primer orden de la función f respecto a todos los 
argumentos, a partir del segundo. 

Se llama solución general de la ecuación diferencial de n-ésimo 
orden al conjunto de soluciones formado por todas las soluciones 
particulares, sin excepción. Si el segundo miembro de la ecuación 


О Y) @.1) 


satisface, en cierta región de variación de sus argumentos, las con- 
diciones del teorema de existencia y unicidad, entonces la solución 
general de la ecuación (2.1) depende de n parámetros, en calidad 
de los cuales se pueden tomar, por ejemplo, las condiciones ini- 
ciales de la función buscada y de sus derivadas Yp, yo, Yn +=: 1 И". 
En particular, la solución general de la ecuación de segundo grado 
y=f(x, y, y) depende de dos parámetros, por ejemplo, de yo y 
de y4. Si fijamos y e ya, o sea, damos el punto (xe, Yo) y la di- 
rección de la tangente a la curva integral buscada en dicho punto, 
entonces, si se cumplen las condiciones del teorema de existencia 
y unicidad, mediante estas condiciones de determinará una sola 
curva integra). 

Por ejemplo, la ecuación del movimiento rectilíneo de un punto 
material de masa т bajo la acción de la fuerza f(t, x, x): 


тх=[@, х, х), 


la posición inicial del punto x(f)=x, y la velocidad inicial 
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(6) = х, determinan una solución única, una ley única de movi- 
miento x= (() si, por supuesto, la función f satisface las condi- 
ciones del ieorema de existencia y unicidad. 

“El teorema sobre la dependencia continua de la solución соп 
respecto a los parámetros y a los valores iniciales, considerado en 
la pág. 56 se generaliza, sin cambiar el método de demostración, 
a sistemas de ecuaciones diferenciales y, рог lo tanto, a las ecua- 
ciones de n-ésimo orden. 


$ 2. CASOS SIMPLES DE REDUCCION DEL ORDEN 


En ciertos casos el orden de la ecuación diferencial puede ser 
reducido, lo que a menudo facilita su integración. 

Señalemos algunas clases de ecuaciones que se encuentran con 
mayor frecuencia y que pueden reducir su orden. 

1. La ecuación no contiene la función buscada y 
sus derivadas hasta el orden k—1 inclusive: 


Р(х, ую, у, ..., у®ү=0 (2.3) 
En este caso el orden de la ecuación puede ser reducido a 1—k, 
mediante el cambio de variables y™= p. 


En efecto, luego del cambio de variables, la ecuación (2.3) 
toma la forma 
р. .... рик) = 0. 


De esta ecuación se determina р= р(х. с, Ca ..:, Cama), е у зе 
halla de у = р(х, су, Cas .... Сад) integrando Ё veces. En parti- 
cular, sí la ecuación de segundo orden no contiene a y, entonces 
la sustitución de variables y’ = р conduce a una ecuación de pri- 
mer orden. 


Ejemplo 1. 
CUE, „ 
хой“ 
? 
Haciendo f= p, obtenemos 1 рар San variables e integrando, 
1 
у 


tendremos: In] p|=In|x]-+In<, o bien p=0x, ох, de donde 


уе сре 4-сра 4-а + gs 


emplo 2. Hallar la ley de movimiento de un cuerpo que cae зіп velo: 
cidad inicial en 18 atmósfera, considerando la resistencia del aire proporcional 
al cuadrado de la velocidad. 
La ecuación de movimiento tiene la forma 
dis [dy 
Pompki 
пт"), 
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donde s es el espacio recorrido рог el cuerpo; т, la masa del mis 
tiempo. Para £ 


patne гей y E 


La ecuación no contiene explicitamente a la función incógnita s; por lo 
tanto, se puede reducir е1 orden de la misma considerando == Entonces ía 
ecuación de movimiento toma la forma 

та атр, 
Separando variables e integrando, se obliene 


md _ 
mk 


dt; 


de donde „Ене VRA: multiplicando por df e integrando nuevamente, 
hallamos la ley de movimiento: 
sino @У@ 0. 
2. La ecuación no contiene а la variable indepen- 
diente: 
РШ у. У, 49) 0. 


Еп este caso el orden de la ecuación se puede reducir еп una 
unidad, por medio de la sustitución у == p; además, p se considera 
nueva función desconocida de y, p=p(W) у, por lo tanto, todas 

у 


las derivadas Ж deben expresarse por medio de las derivadas de 
A 
la nueva función desconocida p (y) respecto a y: 
а 
ар. 
Фу 4р _dpdy dp 
Фа” а “ dy òx” dy P 
ау а (ару (dp уау dp з (арув 
aaa) la jaa (ау) Р 


y análogamente para las derivadas de orden superior. Además, es 


evidente que la derivada 2 se expresa mediante las derivadas de 


p respecto а y de orden no superior a £—1, lo cual precisamente 
conduce a la disminución del orden en una unidad. 

En particular, si la ecuación de segundo orden no contiene a 
la variable independiente, entonces la sustitución de variables 
señalada conduce a una ecuación de primer orden. 
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Ejemplo 3. 
ау (ү 
ча? (E) =% 
Haciendo L= p, EY —„9 obtenemos una ecuación de variables separables: 
о" даР" a 
юр-и=% cuya solución general es igual a р= сй, о bien Boas Sepa- 
tando variables nuevamente e integrando, se obtiene In| y|=ex+ Incy о bien 
уо, 
Ejemplo 4. Integrar la ecuación del péndulo matemático x-Fa? senx=0 


con condiciones iniciales х (0) = ду, (0) =0. 
Reducimos el orden, haciendo 


+ ҺЕ] 
ай 


а 
qee (orcos), сеа К? {соз х—соз х0), 


таста уа 


La integral del segundo miembro ло se resuelve en funciones elementales, 
pero se reduce fácilmente a funciones elipticas. 


3. El primer miembro de la ecuación 
Р(х, у, у, Ys + 07) 0 (4) 


es la derivada de cierta expresión diferencial 
DA Y у, 0.» 0773) de orden n—1 

En este caso se halla fácilmente la llamada primera integral, 
o ses, una ecuación diferencial de orden n—1, que contiene una 
constante arbitraria, y que es equivalente a la ecuación dada de 
a:Ssimo orden, con lo cual reducimos el orden de la ecuación en 
una unidad. Efectivamente, la ecuación (2.4) puede escribirse en 
la forma 


LO Y 0973) 0. 2.4) 


Si y (o) es solución de la ecuación (2.4), entonces la derivada de 
la [unción Ф(х, y, y's ..., 8%) es idénticamente nula. Por lo 
tanto, la función D(x, y, yo=0) es igual a una constante, 
con lo que se obtiene la primera integral 


Фб, ру, у" 
yr + O 


Esta ecuación se puede escribir en la forma 4(ру'}-=0, de dónde уу =, 
o bien ydy=c,dx. Por lo tanto, la integral general será P=c ¿14 cp 


Ejemplo5. 
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А veces el primer miembro de la ecuación F (x, y. y’, ..., 090 
se convierte en derivada de la expresión diferencial D(x, y, 
0, 0, YAD) de orden п—1 sólo después de multiplicarlo por 
un factor p(x, Y Y, ..., 070). 


Ejemplo 6. 
yy P=0. 
Multiplicando por el factor веў se obtiene ua, o bien 


d F: d 
á (£) +=0, de donde # д, 6 ауа Por lo tanto, Поиск ва, 


61 > 0, de donde y= csf", c #0, como en el ejemplo 3 de este parágralo. 


Observación. Al multiplicar por el factor р (х, y, y”, ..., UM) 
se pueden introducir soluciones superfluas, que reducen dicho fac- 
tor a cero. Si p es discontinuo, pueden también perderse soluciones, 
En el ejemplo 6, al multiplicar por р = se perdió la solución 
y=0; sin embargo, puede incluirse en la solución obtenida y=20%%, 


si se considera que с, puede tomar el valor 0. 


4. La ecuación Р(х,у, Y, ...., y") =0 es homogénea 

con respecto а los argumentos y, Y, ..., y”. 
El orden de la ecuación homogénea respecto a y, y', ..., y") 
Р(х, у, y's, o И) =0, (2.5) 


es decir, de la ecuación рага la cual se cumple la identidad 
F(x, ky, Ry, И) = ВРЕ (к, Y Ys... y), 
puede ser reducido en una unidad por medio de la sustitución 


4 
у= i a donde z es una nueva función desconocida. En efecto, 
derivando, se obtiene 


Jet, 


“ 
(4-2), 


а а Зара 


20D) 


(se puede comprobar la veracidad de esta igualdad mediante el 
n.étodo de inducción completa). 
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Sustituyendo en (2.5) y observando que en base a la homoge- 


neidad el factor el "© se puede sacar fuera del símbolo de la 
función F, obtenemos 


РЫА z2, aa, 2979) =0 


о bien, dividiendo entre ре tendremos 
Maa 2, e 299) 0. 
Е]етр1о7. 
; w-ir. 
Haclendo у=е]?#, oblenemos mbr, cmd Hey 
ga EA bien реса, 


En las aplicaciones se encuentran con particular frecuencia ecua- 
ciones diferenciales de segundo orden que pueden reducir 
su orden. 

1) Fis, y)=0. 25) 
En esta ecuación se puede disminuir el orden mediante la susti- 
tución 0 =р, y reducirla a la ecuación Р(х, 42) =0, considerada 


en la pág. 72. 

La ecuación (2.6) se puede resolver con respecto al segundo 
argumento, y'= f(x), е integrar dos veces, o introducir un pará- 
metro y sustituir la ecuación (2.6) por su representación paramétrica 


Leg 0, х= 900, 
de donde 
dy а) y dt, y= SOY й+о, 
ay=ydx, у=} оок оао] (dites 
2 Fw, y)=0. (2.7) 
Haciendo y'=p, se lleva (2.7) a la ecuación (1.61), pág. 73, о 
bien se representa la ecuación (2.7) en forma paramétrica: 


Y=90 ба 90, 
de donde 
gogod (LO 
=> х= (а, 
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luego de lo cual y se determina por cuadratura: 
n йе" 
dy=yds=p 0 0а, у= (UREO dtte, 
3 Fiy, 0)=0. (2.8) 
Se puede reducir el orden haciendo 


gon 9-68-08. 


Si la ecuación (2.8) se resuelve fácilmente con respecto al segundo 
argumento, у" =} (0), entonces, multiplicando esta ecuación рог 
2y'dx=2dy, obtenemos d (y')*= 2f (y) dy, de donde 


4 =+ у ura ц, 
Er =з uta ГТ? dx, 


[| —>2—. 
ТТТ 
La ecuación (2.8) se puede $изїїїшїг por su representación pa- 
ramétrica y= p (1), y” = (1); entonces de dy' =y'dx y de dy = y'dx, 
se obtiene y'dy' =y'dy, o bien 
за (0а 


2р0 (Ddi c 


ПЕЕ у? KETTE 
luego de lo cual, de dy=y'dx se halla dx, у después x: 
=й =+ тода 


A 
Aj POP Dde, 


-+( 1104 
Лу ное даа 


Las ecuaciones (2.9) е y= 9(() determinan en forma paramétrica 
la familia de curvas integrales. 


х+ 


+% 


@.9) 


Ejemplo 8. 
y=, y=, y (0=1 


Multíplicando ambos miembros de esta ecuación рот 2уйх, se obtiene 
dy == ади, de donde (y')*=y'+e,. Teniendo en cuenía las condiciones 
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4 


Iniciales, se halla, que c1=0 е y'=? Por lo tanto, 


а=-!, 


$3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE n-ESIMO ORDEN 


Se llama ecuación diferencial lineal de n-ésimo orden una ecua- 
ción lineal con respecto a la función desconocida y a sus deriva- 
das, y que, por lo tanto, tiene Ja forma 

Ya (х) "70+... (Y a, (0) у= (0). (210) 

Si el segundo miembro q (x)=0, entonces la ecuación se Пата 
lineal homogénea, puesto que es homogénea con respecto a la función 
desconocida y y a sus derivadas. 

Si el coeficiente а, (х) es diferente de cero en todos los puntos 
de cierto segmento a<x<b, entonces, dividiendo entre а, (х), 
reducimos la ecuación lineal homogénea—si x varía en dicho seg- 
mento—a la forma: 

GOL e Y ра (0фу=0, (2.10) 
o bien 


a 
g= — Д piou. (2.11) 


Si los coeficientes р; (х) son continuos en el segmento a Sx Sb, 
entonces en un entorno de cualesquiera condiciones iniciales 


уба) = yo Y (=h, И (о) = И, 
donde хо es cualquier punto del interval a < х < Б, se satisfacen 
las condiciones del teorema de existencia y unicidad. 

En efecto, el segundo miembro de la ecuación (2.11,) es continuo 
en todos sus argumentos en conjunto, y existen las derivadas 
parciales Е „= — pa- (1) (60, 1,..., (0—1), de módulo aco» 
tado, puesto que las funciones р„_, (х) son continuas en el segmento 
a<x<b y, por lo tanto, están acotadas en valor absoluto. 

Obsérvese que la linealidad y la homogeneidad de la ecuación 
se, conservan en cualquier transformación de la variable {е 
diente x= (£), donde Ф(/) es una función arbitraria derivable n 
veces, cuya derivada q'(1)>*0 en el segmento de variación de £ 
considerado. 


En efecto, 
EL 
«aya 
E ЖКН 2103 
да RO аа 0р 
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La derivada de cualquier orden ÉY es función lineal homogéneá de 


Р = у, рог lo tanto, al sustituir еп 
la ecuación (2.11) su linealidad y su homogeneidad se conservan. 

La linealidad y la homogeneidad se conservan también al efec- 
tuarse una transformación lineal homogénea de la función descono+ 
cida: уб) = (0) г(х). En efecto, por la fórmula de derivada de 
un producto, 


yP = о (х) 20 ka (х) 20704 e (02-0... ао) 2, 


dy 
las derivadas -> 


es decir, la derivada y'% es función lineal homogénea de z, RÓS 


¿++ 2%, En consecuencia, el primer miembro de la ecuación lineal 
homogénea 


а, (к) у" Ha (к) "79+. 
luego de sustituir las variables, será función lineal homogénea de 
т Шеш la ecuación lineal homogénea 

09 ру Yao. р, (0y=0 
en forma compacta: 


+4, ()y=0 


L(y)=0, 


donde 


Ый = 9р, (к) 0"... ра (0) 0. 


Llamaremos а L e operador diferencial lineal. 

El operador diferencial lineal posee las dos propiedades funde- 
mentales siguientes: 

1) Un factor constante puede sacarse fuera del simbolo del ope» 
rador: 


L {cyl = cL [y). 
En efecto, 
(AA AENA 
+ pala) (e) cy y.) yl. 
2) El operador diferencial lineal. aplicado a la suma de dos 


funciones y, е yy, es igual а la suma de los resultados de la apli- 
cación del mismo a cada función por separado: 


Ll +vl=L[4)-+2 (42)- 


4 мзвав 
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En efecto, 


IN TOS 
APOYA 


AOTAN 
Como consecuencia de las propiedades 1) y 2), resulta 


[јео 


donde las с, son constantes. 

Basándonos en las propiedades del operador linea! L, demostra- 
remos una serie de teoremas sobre las soluciones de la ecuación 
lineal homogénea. 

Teorema 2.2. Si y, es solución de la ecuación lineal homogénea 
L(y]=0, entonces cy, donde с es una constante arbitraria, también 
es solución de ésta, 

Demostración. Dado L[y]=0, hay que demostrar que 
Ыс] =0. 

Aplicando la propiedad 1) del operador L, obtenemos; 

Lfcg]=cL [ya] =0. 


Teorema 2.3. La suma y,--y, de dos soluciones ya e y, de la 
ecuación lineal homogénea L[y]-=0 es solución de dicha ecuación. 
Demostración. Dados L[y,)=0 у L [0] ==0, hay que de- 
mostrar que L |y -+ ya] =0. 
Aplicando la propiedad 2) del operador L, se obtiene 
Lin=4)=L (y) L (y) =0. 


Corolario de los teoremas 2.2 y 2.3. La combinación lineal 
m 


con coeficientes arbitrarios constantes У, ciy; de las soluciones y, 


Ye sss Un de la ecuación lineal homogénea 1.1] = 0 es solución 
de dicha ecuación. 

Teorema 2.4. Si la ecuación lineal homogénea pa Ip) con 
coeficientes reales p,(x) tiene solución compleja y (x)=u (х) + iv (x), 
entonces la parte real u(x) de esta solución y su parte imaginaria 
v(x) son por separado soluciones de dicha ecuación homogénea. 

Demostración. Dado L[u (+i (x) =0, hay que demos- 
trar que L[uj==0 y йо. 

Aplicando las propiedades 1) y 2) del operador L, obtenemos 


Llu+ io] =L(4] +iL(0]=0, 
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de donde L[u]=0 y Liv puesto que una función compleja 
de variable real es idénticamente nula si, y sólo si, sus partes 
real e imaginaria son idénticamente nulas. 

Observación. Hemos aplicado las propiedades 1) y 2) del 
operador L а la función compleja de variable real и (х) -- 0 (x), lo 
cual evidentemente es lícito, ya que en la demostración de las pro- 
piedades 1) y 2) fueron aplicadas sólo las siguientes propiedades 
de las derivadas: (cy) =cy', donde с es una constante, е (y, Hya) = 
«<= yi +y. las cuales son válidas también para las funciones com- 
plejas de variable real. 

Las funciones у, (х), Ya(x), --.» Yn(x) se llaman linealmente 
dependientes en cierto segmento de variación de х, a<x<b;1si 
existen tales magnitudes constantes 0, 0, ..., а,, que en dicho 
segmento 


олуу Haaa > Бау 0 (2.12) 


y además рог lo menos un 220. Si la identidad (2.12) se verifica 
sólo para ay =0,=...=%,=0, las funciones Yi, у... + Yu Se 
Патап linealmente independientes en el segmento a<x<b. 


Ejemplo 1. Las funciones 1, x, xê, ..., x" son linealmente indepen- 
dientes en cualquier segmento а «с хб, puesto que la identidad 


а Боза 


es posible sólo si lodos los ay=0. Si fuera рог lo menos un œ; 22 0, entonces 
en el primer miembro de la Identidad (2.13) se tendría un polinomio de grado 
no mayor que п, el cual puede tener no más de n raices diferentes y, por lo 
tanlo, se reduce a cero еп no más de п puntos de dicho segmento. 

Ejemplo 2 Las funciones e, e", ей", donde Ар ў Ау si i# j 
son linealmente independientes en cualquier lo aax ab. 
si Supongamos que las funciones consideradas son linealmente dopendientes, 

tonces 


FP a O (2,19) 


оле ае... оцене са 0, (2.14) 


donde por lo menos un cx; 20: ses, por ejemplo, ал, # 0. Dividiendo la identi- 
dad (2.14) entre e*t" y derivando, se obtiene 


On (ha— ki) E Hn (ka 5) ен) 0, (2.15) 


que es una dependencia lines! entre n—1 funciones exponenciales de la forma 
е? con diferentes exponentes. Dividiendo la identidad (2.15) entre 240% y 
derivando, obtenemos una dependencia lineal entre n—2 funciones exponencia- 
les con diferentes exponentes. Prosiguiendo este proceso п—1 veces, se obtiene 


ам (kaki) (ku— ka). o Dt *, 


lo cual es imposible, ya que а„, por hipótesis, es diferente de cero, y Ay ky 
р: 


ara 12 j. 
La demostración es válida también si los k; son complejos, 
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Ejemplo 3. Las luaciones 


A, б 
Фә”, ahe, 


e, 
tes, 


ee 
donde kg ky para ¿e , son linealmente independientes en cualquier segmento 
«<. 


а<х 
< fongamos que estas funciones son linealmente dependientes. Entonces 


Р, (кеч 4-Р, (х) е4... +P (х) еә 0, (2.16) 


donde Рф) es un polizonio de grado no superior а л, y por lo menos un 
polinomio, por ejemplo P, (x), no es idénticamente -nulo. Dividamos la iden- 
tidad (2.16) entre cè" y derivemos m +1 veces. Entonces el primer sumando 
de la identidad (2.16) 'desaparace, y obtenemos una dependencia lineal de la 
misma forma, pero con una cantidad menor de funciones: 


Фен... +0 (5) eths @лт) 
Además, los grados de los polinomios Qy y Ру ({ 2, 3, ;.. ‚ р) coinciden, puesto 
jue al derivar el producto Р; (x)eP*, р 3% O, se obliene [pito or (2) ен, es 
lectr, el coeficiente del término de mayor grado del polinomio Ру. luego de 
derivar el producto Py (x) eP, sólo se multiplica por el factor p, diferente de 
cero, En particular, coinciden’ los grados, de los polinomios Ps (3) y Qp (3) 
por lo tanto, el polinomio Q, (х) no es idénticamente nulo. Dividiendo 1з ide 
tidad (2,17) entre «02—40 y derivando n,-|» 1 veces, obtenemos una dependencia 
lineal con una cantidad aún menor de funciones. Repitiendo este proceso р—1 
veces, se obtiene 


Rp (х) еър) m0, 
lo cual es imposible, puesto que el grado del polinomio А, (х) es Igual al del 


polinomio Р(х) у, en consecuencia, Rp (x) no es idénticamente nulo, 
La dembalración tampoco varía si as А son complejas. 


Teorema 2.5. Si las funciones уу, Y» ..., Yn son linealmente 
dependientes en el segmento a<x<b, entonces en dicho segmento 
el determinante 


Б 
W(9=W [lu Yo ...,]=| Y 


и" 
llamado wronskiano *), es Idénticamente nulo. 
Demostración. Se da que 


ал ++... 9а 
*) En honor al matemático polaco G. Wronsky (1775—1853). 


(2.18) 
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en el segmento a< х6, sin que todas las a, sean iguales a сего. 
Derivando la identidad (2.18) n—1 veces, obtenemos 


ant at... + 0; 

г аш „==0, 
ОСС РЕС тли e. 

ощ" ++ 0. 


Este sistema de n ecuaciones lineales homogéneas соп respecto 
a todas las æ, tiene solución no trivial (puesto que no todas 14% 
о son iguales a сего) para cualquier valor de x en el sala 
u<x<b. Por Jo tanto, el determinante del sistema (2.19), "que 
es el wronskiano W [Y,, Ya. ..., Yn), es igual a cero en cada punto х 
del segmento a< x <b. 

Teorema 2.6. Si las funciones linealmente independientes 
Yn Yu y, Son soluciones de la ecuación lineal homogénea 


Ge py. + р„(х)у=0 (2.20) 


con coeficientes continuos р(х) en el segmento a<x<b, entonces 
el wronskiano 


E 
w=] H od 


es diferente de cero en todos los puntos del segmento a<x<b. 

Demostración. Supongamos que en cierto punto x= х, del 
segmento а< х0, el wronskiano W (xp) = 0. Escojamos las cons- 
tantes а, (= 1, 2, ..., п) de manera que se satisfaga el sistema 
de ecuaciones 


алу, (хә) 1. aya (ха) + 9, (х) =0, ) 
AA + оул (х) 
вш” (к) = аните (а. ае (бы) 


у que no todas las œ; sean iguales а cero. Esta elección es posible, 
ya que el determinante del sistema lineal homogéneo (2.21) de n 
ecuaciones con п incógnitas а, es igual a cero, W(xp)=0 y, por 
lo tanlo, existen soluciones no triviales de este sistema. Para tales 
a, la combinación lineal 


у= ошу (х) ау, (х) +... -_ашу„(х) 
es solución de la ecuación lineal homogénea (2.20) que satisface, 


х | (2.21) 


102 Capitulo 11. Ecuaciones diferenciales de orden mayor que Т 


debido a las ecuaciones del sistema (2.21), las condiciones iniciales 


nulas 

„ убу)=0,...‚ D). (2.22) 
Estas condiciones iales, evidentemente, son satisfechas por la 
solución trivial y=0 de la ecuación (2.20) y, de acuerdo al tco- 
rema sobre la unicidad de la solución, a las condiciones iniciales 
(2.22) las salisface sólo dicha solución. Por lo tanto, y (х) + 
+ aata (a). o аи (х) y las soluciones Yu Yy -is Yn 
сагы ше a la hipótesis del teorema, son linealmente depen- 
ientes. 

Observación 1. De los teoremas 2.5 y 2.6 se deduce que 
las soluciones yy, Ys ...» Y, de la ecuación (2.20), linelamente 
independientes en el segmento a<x<b, son también linealmente 
independientes en cualquier segmento a, <x<b,, situado en el 
segmento a< x <b. 

Observación 2. En el teorema 2.6, a diferencia del teo- 
гета 2.5, se supuso que las funciones Yı, Y», »»-» Y, eran solucio- 
nes de la ecuación lineal homogénea 
(2.20) con coeficientes continuos. Renun- 
ciar а esta exigencia y considerar a 
do Ya <=: Yu funciones cualesquiera 
que posean derivada (n—1)—ésima con- 
tinua no es posible. Es facil citar 
ejemplos de funciones linealmente inde- 
pendientes que по son, claro está, solu- 
ciones de la ecuación (2.20) con cocfi- 
cientes continuos, para las cuales el wrons- 

Fig. 21 kiano no sólo es igual a cero en dife» 

rentes puntos, sino que incluso es idén- 

ticamente nulo. Supongamos, por ejemplo, que сп el segmento 
0<x<2 están definidas las siguientes funciones y,(x) е у(х): 


ш) = (0—12  si0<x<S1 


у(х) = 


5 009—0 si 1<x<2 
А ж! 

Dll iicr 
(ig 2.1). Ы 


Evidentemente ly A 0, рага O<x<2, puesto que en el 
Ж: 


segmento 0<x< 1 la segunda columna está formada рог ceros, 
y para 1<x<2 la primera columna se compondrá también de 
ceros. Sin embargo, las funciones и, (х) e у(х) son linealmente 
independientes en todo el segmento 0< x< 2, ya que considerando 
la identidad аду, Һау, =0. 0<x<?2, al principio en el seg- 
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mento 0<x< 1, llegamos a la conclusión de que a,=0, y Juego, 
contemplando dicha identidad en el segmento 1<x=<2, se halla 
que también a,=0. 


Teorema 2.7. La combinación lineal y= Y су; con coeficientes 


constantes arbitrarios de n soluciones particulares linealmente inde- 
pendientes y; li=1, 2, ..., п) en el segmento a<x<b es solu- 
ción general, para a£x<b, de la ecuación lineal homogénea 


09р (0) "0... р, ()y=0. (2.20) 


con coeficientes р(х) continuos en dicho segmento (i=1, 2, ..., п). 
Demostración. La ecuación (2.20) para a<x<b satisface 
las condiciones del teorema de existencia y unicidad. Por ello, la 


solución y= Уусу, si a<x<b, será general, es desir, contendrá 


a todas las soluciones particulares sin excepción, si es posible esco- 
ger las constantes arbitrarias с, de manera que se satisfagan las 
condiciones iniciales dadas arbitrariamente К 


YO) =й, YD Yo a "С? (о) =, 
donde xy es un punto cualquiera del segmento a < x <b. 


Al exigir que la solución y = Ў си satisfaga las condiciones 


iniciales impuestas, obtenemos un sistema de л ecuaciones lineales 
con respecto а с; (i=1, 2, ..., n) 


om | 
Seiti 
сш | 


de п incógnitas с,, cuyo determinante es diferente de cero, puesto 
que dicho” determinante es el wronskiano W (xp) de n soluciones 
linealmente independientes de la ecuación (2.20). Por lo tanto, este 
sistema es resoluble con respecto а c; para cualquier x, del seg 
mento a<x<b, y para cualesquiera segundos miembros. 


Corolario del teorema 2.7. Fi número máximo de soluciones 
linealmente independientes de una ecuación lineal homogénea es igual 
a su orden. 

Observación. Se llama sistema fundamental de soluciones 
de una ecuación lineal homogénea de n-ésimo orden al conjunto de 
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cualesquiera n soluciones particulares linealmente independientes. 
Para cada ecuación lineal homogénea (2.20) existe un sistema fun- 
damental de soluciones. Para la construcción de un sistema fun- 
damental de soluciones, se dan arbitrariamente п? cifras 

и”) li=1,2 mm £=0,1,..., 0—1) 
sometiendo su elección exclusivamente a la condición 


һы Ak). Yako 
ко) А) . 


‚|0, 

(xo) 

donde.x, es un punto cualquiera del segmento а < х 0. Entonces las 

soluciones y;(x), determinadas por los valores iniciales y" (xo) 
=0, 1, ..., n—1) 1, 2, ..., n), forman un sistema funda- 

mental, puesto que su wronskiano W(x) en el punto x=x es 

diferente de cero y, por lo tanto, en virlud del ісогета 2.5 y del 

2.6, las soluciones уу, Из, ..., Y, Son linealmente independientes. 


Ejemplo 4. La ecuación y'—y=0 liene las evidentes soluciones parti- 
рше. Egea Mo рте пе č р ir n pig. 99, 
ejemplo 2): por lo tanto, la solución general tiene la forma у= десе", 

Ejemplo & La solución оо de la ecuación 
y'"—y=0, no es solución general, ya que las soluciones ех, chx, shx, son 
linealmente dependientes. Las soluciones 1, chx, shx, son linealmente indepen» 
dientes y, por lo tanto, 


ра Анес фози, 
donde су. су y €, son constantes arbitrarias, será solución general de la ecua- 
ción anledicha. 
Conociendo una solución particular no trivial y, de la ecuación 
lineal homogénea 
yoyo. p 0000 220) 
se puede, por medio de la sustitución у= у, | dx, reducir su orden 
manteniendo la linealidad y la homogeneidad. 
_ En efecto, la sistitución y=y, | udx se puede reemplazar por 
dos sustituciones: у= д2 y 2'=u. La transformación lineal homo- 


génea 
у= (2.23) 


conserva la linealidad y la homogeneidad de la ecuación (véase 
la pág. 97); por lo tanto, la ecuación (2.20) se reduce en este 
caso a la forma 


(2940, (920704... Ба, ()2=0. (2.24) 
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Además, a la solución у= у de la ecuación (2.20) le corresponde, 
en virtud de (2.23), la solución z==) de la ecuación (2.24). Sus- 
tituyendo z=} en la ecuación (2.24), se obtiene a, (x)=0. Рог 
consiguiente, la ecuación (2.24) tiene la forma 


в(х)г''-+Еа,(х)г'"7®-+-... Haya (92 = 
y la sustitución z'=u reduce su orden en una unidad: 
AU а, (Ju. 0, 30000. 


Obsérvese que Ja misma sustitución у= и, | udr, donde y, es- 
solución de la ecuación L(y]=0, reduce en una unidad también ` 
el orden de la ecuación lineal no homogénea t= (x), puesto 
que dicha sustitución no altera el segundo miembro de la ecuación. 

Conociendo Ё soluciones linealmente independientes en el seg- 
mento a<x<b, Y, Ys ---, Yy de la ecuación lineal homogénea, 
se puede reducir su orden hasta n—k, en el mismo segmento 
a<x<b. 

En efecto, reduciendo en una unidad el orden de la ecuación 


L(y]=0 (2.20) 


por medio de la sustitución y=y, { и dx, obtenemos nuevamente 
una ecuación lineal homogénea 

OA) UD a, (X) una. Hapa ()4=0 (2.25) 
de orden л—1. Además, conocemos k—1 soluciones linealmente 
independientes de ésta: 


al. (Y, ra. 


179) 
las cuales se obtienen colocando sucesivamente y =. y= Yr ... 
иа еп у=, | udx o bien en u=( LV, (Obsérvese que 


ón del orden de 
le” corresponde la solución trivial u=0 de la 


(7 
а la solución у= и, ya utilizada рага la redut 
la ecuación (2.20) le 
ecuación (2.25)). 
Las soluciones шу, ts ..., Upi son lincalmente independien- 
tes, puesto que si entre éstas existiera una dependencia lineal en 
el segmento a< r< b: 


| atit аць... 
o bien 


alla (p< E ) 0.26) 


donde рог lo menos un о; 20, entonces multiplicando рог dx 
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e integrando la identidad (2.26) desde xo hasta x, donde a<x<b 
y хо es un punto del segmento fa, b), tendríamos 


иш уаш. 
по 97777 


% 


o bien, multiplicando por y, (х) y designando 


nixa) 10 А › 
-[ =н + ro o] з 


obtendríamos, contrariamente a lo supuesto al principi 
pendencia lineal entre las soluciones yy, Yas <-> Ya 


an Башы... 1 0, 


una de- 


donde al menos un о, =20. De esta manera, utilizando una solu- 
ción particular yp, hemos reducido el orden de la ecuación en una 
unidad, conservando su linealidad y su homogeneidad: además, 
conocemos &— 1 soluciones linealmente independientes de la ecua- 
ción transformada. Por lo tanto, por este mismo método se puede 
reducir el orden en olra unidad; utilizando nuevamente otra solu- 
ción y continuando este proceso k veces, obtenemos una ecuación 
lineal de orden n—k. 


Ejemplo 6. 
хуу tyad. am 


La ecuación tiene la solución parlicular evidenle yy=x. Reduciendo el 
orden mediante la sustitución 


parf uds мешуи 7А 
se reduce (2.27) a la forma 


жен Pu + (2—x) 340, 


La, uoh, АЕ [а] +]. 

Lema. Dos ecuaciones de la forma 

аклен -i Paty =A, (2.28) 
ута (yan... a T (2.29) 


donde las funciones р(х) y фу\х) ({ +1. 2, ..., п) son continuas 
en el segmento a< x< b, las cuales tienen un sistema fundamental 
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común de soluciones Yı, Ya: ..-, Ym Coinciden, es decir, que 
риа) 068) (1, 2, 2 en el segmento a< r< b. 

omostración. Restanto (2.29) de (2.28) miembro a miem- 
bro, obtenemos la nueva ecuación: 


[р (0—9 010" 4, (0) — да y 
i- [Pa (0) —9, б)]у= 0, (2.30) 


cuyas soluciones son las funciones Yi. Ys ..., Ya, que satisfac en 
simultáneamente а las ecuaciones (2.28) y (2.29). 

Supongamos que por lo menos uno “de los ене de lá 
ecuación (2.30) [p, (х) —q,(1)] sea diferente de cero al menos en un 
punto ху del segmento a<x<b. Entonces, en virtud de la con- 
tinuidad de las funciones р(х) у q(x), este coeficiente sería 
diferente de cero en cierto entorno del punto xy у, por lo tanto, 
en dicho entorno las funciones yı Ya: ..., Y, serían soluciones 
linealmente independientes de la ecuación lineal homogénea (2.30), 
de orden no mayor que n—], lo cual contradice al corolario del 
teorema 2.7. Esto significa que todos los coeficientes de la ecua- 
ción (2.30) 


=0 (i=1,2, ..., п). 


р(х)—@( 
es decir, р, (х) 20,00 li-=1, 2, ..., п) en el segmento a<x<b. 
els 


De este modo, el sistema fundamental de soluciones m, Yy 
++., 8, determina por completo la ecuación lineal homogénea 


YO p (Ay A (у 0 (2.28) 


y, por consiguiente, se puede plantear el problema de hallar la 
ecuación (2.28) que posea el sistema fundamental de soluciones 


Yo Ya <= Ya 
Como cualquier solución y de la ecuación buscada (2.28) debe 
ser linealmente dependiente de las soluciones yı, y, ---- Yn, enton- 


ces el wronskiano W (yı, Ys, ---» Yu y] = 0. Escribamos esla ecua- 
ción en forma desarrollada: 
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© bien, descomponiéndola por los elementos de la última columna, 


no oh 
AS 


Y 
AS ia y 


И” у” 


(2.31) 
La ecuación oblenida (2.31) ез la ecuación lineal homogénea bus- 
cada, que posee el sistema dado de soluciones Yi #3, ..., 
(puesto que рага у=; (i=1, 2, ...,п), W Ya 
Dividiendo ambos miembros, de 1а ecuación (2.31) entre el coefi- 
ciente W [y Ya -:-. Yu) de la derivada de mayor grado, dife- 
rente de cero, la reducimos a la forma (2.28). 

De aquí se deduce que, en particular, 


и и 
Y Ye 


n 


У» y1=0) 


(0) 
Obsérvese que el determinante 


h Y 
шой 


(2.32) 


yr Ya 
д" Y 
es igual a la derivada del wronskiano W [Y1. Ye, +++, Yn}. En efecto, 
según la regla de derivación de un determinante derivada 


Yodo сей 
a e e, 
ао pa 


yroyg» ya 


es igual a la suma sobre ¡ desde 1 hasta п de determinantes que 
se diferencian del wronskiano en que en ellos se han derivado Jos 
elementos de la ¡-ésima fila, y las filas restantes se dejan sin varia- 
ción. En esta suma solamente cl último determinante, рага i =n, 
que coincide con el determinante (2.32) puede ser diferente de cero. 
Los restantes son iguales a сего, ya que sus filas і е ¿+1 coinci- 
den. 


$8 Е 
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Por lo tanto, p()=— у=, de donde, multiplicando por dx е 


integrando, se obtiene 


in] W|=—$ 0, (9dx-+ Ine, US 
o bien 
4 
Pros 
W=ce » (2.33) 
Para хее х, se obtiene c=W (x,), de donde 
-friad 
(у= (ше ® 2.34) 


Las fórmulas (2.33) б (2.34), que fueron obtenidas por primera vez 

por М. V. Ostrogradski e, independientemente de éste, por Liou- 
ville, se llaman fórmulas де Ostrogradski-Liouville. 

La fórmula de Ostrogradski-Liouville (2.34) puede ser aplicada 

a la integración de la ecuación lineal homogénea de segundo orden 

У +21009 +m(0y=0, (2.35) 


si es conocida una solución no trivial y, de la misma. Según la 
fórmula (2,34), cualquier solución de la ecuación (2.35) debe ser 
también solución de la ecuación 


ny ате, 
A ly) є 
o bien 

yy cite 


Para integrar esta ecuación lineal de primer orden lo más fácil es 
aplicar el método del factor integrante. 


Multiplicando рог p=-"-, se obtiene 


ál) a Sri 


dx \ ih, 
de donde po 
Sri 
LS ®+% 
o bien Г 
[mods 
yantan de. 
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$ 4. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS CON COEFICIENTES 
CONSTANTES Y ECUACIONES DE EULER 


1. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficien- 
tes constantes. Si en la ecuación lineal homogénea 
E] (2.36) 
todos los coeficientes a, son constantes, entonces sus soluciones par- 
ficulares pueden ser halladas en la forma екх, donde А es una 
constante. En efecto, sustituyendo en (2.36) y=e* e у= kre" 
(p=1,2, ..., т, tendremos: 
A Ба, 0. 
Dividiendo entre el factor ех, diferente de cero, se obtiene la Ia- 
mada ecuación característica 
ak" Hak" o 


ча, а, =0. (2.37) 


ntes constantes (2.36). Si todas las raices ki, fa, ..., 
de la ecuación caracteristica son diferentes. entonces de esla 

se hallan п soluciones linealmente independientes ^”, ебх, ..., еби 
de la ecuación (2.36) (véase la pág. 99, ejemplo 2). Por consi- 


guiente, 
РОА 


son constantes arbitrarias, es solución general de la ecua- 
ción inicial (2.36). Este método de inlegración de las ecuaciones lineales 
con coeficientes constantes fue aplicado por primera vez por Euler. 


Ejemplo 1. 


изу +2y=0. 
La ecuación caracteristica tiene la forma, М —3#+-2=0; sus raices son k=l, 
kam 2. Por lo tanto, la solución general de la ecuación inicial tiene la forma 
yace Heet. 
Ejemplo 2 
y —y=0. 

La ecuación característica 4*—4=0 tiene las raices А, 0, k=l, k=l. La 
solución general de dicha ecuación es у= c+ cse" +e. 


Puesto que los coeficientes de la ecuación (2.36) se presuponen 
reales, las raíces complejas de la ecuación característica pueden 
aparecer sólo en pares conjugados. Las soluciones complejas Фейх 
y e", correspondientes al par de raices complejas conjugadas 

kı=a+ Bi y ko=0—fi, 
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pueden ser sustituidas por dos soluciones reales: por las partes real 
e imaginaria (véase la pág. 98) de una de las soluciones. 


eto e (cos Вх -isen Ba), 
o bien 
ex = е (cos Bx—i sen рх). 
De esta manera, al par de raíces complejas conjugadas А, „=а@ dBi 
le corresponden dos soluciones reales: e**cosPx y зеп Bx. 
Ejemplo 3. 
+з +5y=0, 


La ecuación caracteristica tiene la forma A%4+4k+5 
K,¿=—2 +0. La solución general es 


‚ y sus raices son 


y=e=*% (с cos x-6; sen x). 
Ejemplo 4. 
y aty=0. 
La ecuación característica 4t—a*=0 ljene las raices kys= hat. La solución 
general es 
y=c cos ax +e sen ax. 


Si entre las raíces de la ecuación característica hay raices múl- 
tiples, entonces la cantidad de soluciones distintas del tipo е" es 
menor que n у, por lo tanto, las soluciones linealmente indepen- 
dientes que faltan deben ser buscadas en otra forma. 

Demostremos que si la ecuación caracteristica tiene la raíz k; de 
multiplicidad a;, entonces no sólo e* será solución de la ecuación 
inicial, sino también xet, хїе®х,..., xumi ей, 

Supongamos primeramente que la ecuación característica tiene 
la raíz k;=0 de multiplicidad a,. Por lo tanto, el primer miembro 
de la ecuación característica (2.37) tiene, en este caso, el factor 
común #%, es decir, los coeficientes а„-=а„_ү-= 
y la ecuación característica tiene la forma 


attak" ii... алач 0. 
La ecuación diferencial lineal homogénea correspondiente 
ауе алу"... ал = 0, 


posee evidentemente las soluciones particulares 1, х, x$, ..., х^ 
уа que la ccuación no contiene derivadas de orden menor que a. 
le esta manera, a la raiz múltiple Ё,—0, de multiplicidad a,, le 
corresponden a; soluciones linealmente independientes (véase la 
pág. 99, ejemplo 1) 


а-ал =0, 


LR 8-1, 
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Si la ecuación característica tiene una raíz /;5=0 de multipli- 
cidad а;, entonces la sustitución de variables 


(2.38) 


reduce el problema al caso ya analizado de una raíz múltiple igual 
а cero. 

En electo, la transformación lineal homogénea de la función 
desconocida (2.38), como fue indicado en la pág. 97, conserva la 
linealidad y la homogeneidad de la ecuación. La constancia de los 
coeficientes en la sustitución de las variables (2.38) también se 
conserva, puesto que 


yP = (zeta) =eto (2 4рет k+ PUTI ze-n t.. +) Ё 


y después de la sustitución en la ecuación (2.36) y de la división 
entre е'ч*, los coeficientes de 2, 2”, ...,2"" que quedan son cons- 
tantes. 

De csta manera, la ecuación transformada serå una ecuación 
lineal homogénea de n-ésimo orden con coeficientes constantes: 


уге 204... 4 6,20, (2.39) 
у las raices de la ecuación característica 
а" 2-а" 4... ра, =0 (2.37) 


se diferenciarán de las raíces de la ecuación característica de la 
ecuación transformada (2.39) 


bap" dpi... b,=0 (2.40) 


en el sumando k;, puesto due entre las soluciones y=e** de la 
ecuación (2.36) y z=e"* de la ecuación (2.39) deberá existir la 
dependencia y= ге®*, о bien eXX=eptetx, de donde k=p-+k. Рог 
lo tanto, a la raíz Ё==Ё; de la ecuación (2.37) le corresponde la 
raíz p¿=0 de (2.40). 

No es difícil comprobar que en esta correspondencia se conserva 
también la multilpicidad de la raiz, es decir, que la raíz p;=0 
será de multiplicidad ay. 

En efecto, la raíz múltiple k; de la ecuación (2.37) se puede 
considerar como el resultado de іа coincidencia de diferentes raices 
de esta ecuación al variar sus coeficientes. Pero entonces, debido 
a la dependencia k=p+k;, coincidirári también con p=0 a; гаі- 
ces de la ecuación (2.40). 

A la raíz p=0 de multiplicidad a, le corresponden las solucio- 
nes particulares 2=1, z=x, ...,2=x%=!. Por consiguiente, a la 
raíz k; de multiplicidad a; de la ecuación (2.37) le corresponderán 
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las а, soluciones particulares 
y=, y=, у= nd (2.41) 
debido a la dependencia y= ге. 
Queda por demostrar que las soluciones 
eb, xeta, ter ({=1,2,..., т), (2.42) 
donde т es el número de diferentes raíces k; de la ecuación carac- 
terística, son linealmente independientes. Pero esto fue demostrado 
en el ejemplo 3 de la pág. 100. 


Por lo tanto, la solución general de la ecuación (2.36) tiene la 
forma 


m 
D (Cort Cut нса... Heys, 9—1) ем", 


donde с,; son constantes arbitrarias. 


Ejemplo 5. 
y” —3/+-3у'—у«=0, 
La ecuación caracteristica А —3kt-+3k —1 =0, o blen (е —1)2 0, posee la raíz 
triple ks,» у= 1. Por consiguiente, la solución general tiene la forma 
к=(а+ак+суйуе. 


Si la ecuación característica tiene una raíz múltiple compleja 
p+qi de multiplicidad a, entonces sus soluciones correspondientes 
@Р+айх, ҳер+айх, AGAR, TIA 


se pueden transformar mediante las fórmulas de Euler 
ё#+00 х = eP% (cos qx +i sen gx) 


у, separando las partes real e imaginaria, obtener 2a soluciones 
reales; 


еР^ COS GX, XEP*COSGX, PEPE COS qx, ..., Х"”%еР* cos qx, | 
ерх ѕеп х, хеР* зеп ах, ХеР* ѕеп дх, ..., Y "ler зеп х. | 


Tomando las partes reales e imaginarias de las soluciones со- 
rrespondientes a la raíz conjugada p—qi de la ecuación caracteris- 
tica, no se obtienen nuevas soluciones linealmente independientes. 
De esta manera, al par de raíces complejas conjugadas pqi de 
multiplicidad a le corresponden 2a soluciones reales linealmente 
independientes (2.43). 


(2.43) 


Ejemplo 6, 
yY+2y+y=0. 
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La ecuación característica ki42%*41=0, о bien (4*+1)=0, liene la raíz 
doble +. Por lo tanto, la solución general es de la forma 


y= (с‹-+-сгх) соз х (су с) sen x- 


2. Ecuaciones de Euler. Las ecuaciones de la forma 
AGO axti у 4... аа y =0, (2.44) 
donde todas las a, son constantes, se llaman ecuaciones de Euler. 
La ecuación de Euler se reduce, mediante la sustitución de la va- 
riable independiente x=e'*), a una ecuación lineal homogénea con 
coeficientes constantes. 

En efecto, como fue señalado en la pág. 96, la linealidad y la 
homogeneidad de la ecuación se conservan en la transformación de 
la variable independiente, y los coeficientes se vuelven constanles, 
puesto que 


dy o-u {и dy, 
de ETA 


(2.45) 


donde todas las p; son constantes, y al sustituir en la ecuación (2.44) 
los factores е^ se simplifican con los factores x*-. ем, 

La validez de la igualdad (2.45) puede ser fácilmente demostrada 
por el método de inducción. En efecto, suponiendo que (2 45) se 
cumple, y derivándola nuevamente respecto a х, se demuestra la 


validez de (2.45) también para ЕУ: 


d+ 
doy ue de ау Фу 
ане" (в. 420. eo tb E 
= di ац Y 
—he at (pb + -o Ba a) = 
a di ау. 4, ау 
& at ni e)» 


donde todas las y; son constantes. 
De este modo, la validez de la fórmula (2.45) queda demostrada 
y, por lo tanto, los productos 


Ao + + 


dy 
dtt 


„+ 


*) O bien х==—е!, si х < 0; en lo sucesivo consideraremos, para mayor 
determinación, que х >0. 
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que entran еп forma lineal con coeficientes constantes en la ecua- 
ción de Euler 


А 
„Фу _ A 
Хаах са” (2.441) 


se expresan en forma lineal (y con coeficientes constantes) mediante 
las derivadas de la función y respecto a la nueva variable t. De 
aquí se deduce que la ecuación transformada será una ecuación 
lineal homogénea con coeficientes constantes: 


ан A 
ae E 06,00. (2.46) 


ке 
bgt’ 


En lugar de transformar la ecuación de Euler en una ecuación 
lineal con coeficientes constantes, cuyas soluciones particularés 
tienen la forma y=e*, se puede buscar directamente la solución 
de la ecuación inicial en la forma y=x", ya que 


A 
La ecuación obtenida después de simplificar entre х* 
ape (е1)... (#—п-1-1)--а&(#—1)... (п)... 
...+а„=0 
рага la determinación de k, debe coincidir con la есиа‹ 
terística para la ecuación transformada (2.46). En consecuencia, 


а las raíces k; de la ecuación (2.47), de multiplicidad а,, le corres- 
ponden las soluciones 


еки, це, Pe, 
de la ecuación transformada, o bien las 
хы, lí, dintr, o, isee 
de la ecuación inicial. A las raíces complejas conjugadas р + gi de 
la ecuación (2.47) de multiplicidad « le corresponden las soluciones 
ePteosql, tertcosgt, ..., {"7\еР cos gt, 
ertsengt, tertsengl, ..., 17 lertsen gt 


ее” 


de la ecuación transformada, o Jas 
хе соз (дах), x"Inxcos(gInx). . 
xesen(qInx), xP Inxsen(gInx), - 


¿n= cos (q Ina), 
, 3P In~ хеп (q In x) 


de la ecuación inicial de Euler. 


Ejemplo 7. 
муъ 00. 
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Buscamos la solución en la forma @=х® к@—)+у#—1=0, de donde 
1 
r 


2, Por lo tanto, la solución general рага х > 0 tiene la forma 


yx pet, 
Ejemplo 8. 
ey — y y =0. 
Buscamos la solución en la forma у =з; k (k— 1) —A+-1=0, o blen (t—1}=0, 
з= 1. Por consiguiente, la solución general para x > 0 será 


y=(0+c xx 


eya +y=0. 
Hallamos la solución en la forma у= х6; k(k—1)24-+1=0, de donde ky, а= 
= + i. Por consiguiente, la solución general рага х > 0 tiene la forma 


y =0, соз In x--c, sen ln х. 


Ejemplo 9. 


Las ecuaciones de la forma 
а, (ах + )"у%--- а, (arb) yan... 
-+a (ax +b)y'+any=0 (2.48) 


se denominan también ecuaciones de Euler, y se reducen a la ecua- 
ción (2.44) por medio de la sustitución de Ja variable independiente 
ax b= xy. Por lo tanto, las soluciones particulares de esta ecuación 
se pueden buscar en la forma y= (ах--Ь)*, o transformar la ecua- 
ción (2.48) a una ecuación lineal homogénea con coeficientes cons- 
tantes, mediante la sustitución de las variables ax+b==e! (o bien 
ax kb=—et, si ax+b <0). 


$ 5. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
La ecuación lineal no homogénea tiene la forma 


Oya (0) 0770... La (0y> (0). 


Si а, (0) 40 en el intervalo considerado de variación de x, entonces 
dividiendo entre a(x) se obtiene 


уер 0) Yo. (9 = ЁО). 0.49) 
Esta ecuación, conservando las notaciones anteriores, la escribiremos 
en forma compacta: 
10 = 0. 


Si рага u<x<b, еп la ecuación (2.49) todos los coeficientes 
р(х) y el segundo miembro Р(х) son continuos, entonces ella posee 


$ 5. Ecuaciones lineales no homogéneas u? 


una solución única que satisface las condiciones 
уе) (60, 1, ..-,n—1, 


donde y son números reales cli Y xo, un punto arbitrario 
del intervalo a< x < b. 
En efecto, el segundo miembro de la ecuación 


YO =— PAY p YI — рь) и) (2.49) 


en un entorno de los valores iniciales considerados satisface las 
condiciones del teorema de existencia y unicidad: 

1) el segundo miembro es continuo en todos sus arguñiéntos; 

2) posee derivadas parciales acotadas respecto a todas” las 
Ше (60, 1, ..., п—1), puesto que dichas derivadas son iguales 
а los coeficientes —р„_,(х), que son, por hipótesis, continuos en 
a< x <b. Señalemos una vez más que sobre las condiciones iniciales 
ys" по se establecen ningunas limitaciones. 

De las dos propiedades fundamentales del operador lineal 

L ley) =cL (y), 
АГАЕ АГРАГА 

donde с es una „Constante, se deduce directamente que: 

1) La suma [=> y, de una solución ӯ de la ecuación no homogénea 


= ғо) (2.49) 


y de una solución y, de la ecuación homogénea correspondiente 
L[y]—0, es solución de la ecuación no homogénea (2.49). 
emostración. 


Lly4 и] =L jy} +L (9); 

pero L[y]=f(x) y L[y,]=0. Por consiguiente, 
шди] = 0). 

2) Si y, ез solución de la ecuación L |у) = 


(0) (= 1, 2, 


entonces y= оду; es solución de la ecuación 
Г: 


Хаб, 


Ly) 


donde las œ; son constantes. 
Demostración. 
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pero Бш] = fii). Por lo tanto, 


e [2 „г ] Ж 3 1.6). 


Esta propiedad, denominada con frecuencia principio de super- 
posición, conserva evidentemente su validez también рага т — оо, 


si la serie Š ay; converge y puede ser derivada término a término п 


veces, puesto que en este caso es posible pasar al límite en las 
identidades (2.50). 

3) Si la ecuación L[y]=U (x)-1-iV (x), donde todos los coefi 
tes р(х) y las funciones U (xı y V(x) son reales, tiene la solución 
y=u(x)+to(x), entonces la parte real u(x) y la parte imaginaria 
v(x) son respectivamente soluciones de las ecuaciones 


Líyl=0(0 y Lye 
Demostración. 


Llu+ бо] =U (0) У (x). 

Ll) —iL(0]=U(x) $ Vio. 
Por lo tanto, las partes reales L (u] += U (х) e imaginarias L [0] = 
V (x) son iguales por separado. 


Teorema 2.8. La solución general en el segmento а<х<0 de 
la ecuación L [y] = f(x) con coeficientes р(х) y con segundo miembro 
flx) continuos en dicho segmento, es igual a la suma de la solución 


general Seu de la ecuación homogénea correspondiente y de cual- 
E 


o bien 


quier solución particular ў de la ecuación no homogénea. 
Demostración. Hay que demostrar que 


(2.51) 


donde c; son constantes arbitrarias е y;(i=1, 2, ..., n), las solu- 
ciones linealmente independientes de la ecuación homogénea corres» 
pondiente, es solución general де la ecuación no homogénea L [у] = 
=$(x). Tomando en cuenta 1) (pág. 117) y la validez del teorema 
de existencia y unicidad para la ecuación considerada, hay que 
demostrar que escogiendo las constantes c; en (2.51) se pueden 
satisfacer las condiciones iniciales dadas arbitrariamente 


yu) =й” (60, 1,2... n—1, (2.52) 
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donde a<x,<b. Exigiendo que la solución (2.51) satisfaga las 
condiciones iniciales (2.52), se llega al sistema de ecuaciones 


оиб, 
р сш) + у (бы) =й, 


$ AE 


AG ие. | 


(2.53) 


Este sistema de п ecuaciones con п incógnitas, lineal con respecto 
a las constantes с,, para cualesquiera segundos miembros, permite 
solución única con respecto a с; (1= 1, 2, ..., п), ya que el deter- 
minante del sistema (2.53) es diferente de cero para cualesquiera 
valores de x en el segmento a<x<b y, en particular, рага x=Xp, 
por ser el wronskiano W [y, ya, --=, 4,] del sistema de soluciones 
ишег! independientes de la ecuación homogénea correspon- 
iente. 

Por lo tanto, Ja integración de la ecuación lineal no homogénea 
se reduce a hallar una solución particular de dicha ecuación y a 
integrar la ecuación lineal homogénea correspondiente. 


Ejemplo 1. 
Yy=x. 


Una solución particular de esta ecuación y=x es inmediala; la solución general 
de la ecuación homogénea correspondiente tiene la forma 


y =0, созх casen x (véase la pág. 111, ejemplo 4). 
Por lo taulo, la solución general de la ecuación no homogénea inicial es 
Ш с соз х--суепх--х. 
Si la elección de una solución particular de la ecuación no homo- 
génea es difícil, pero la solución general de la ecuación homogénea 
correspondiente y= Ses ya jue hallada, entonces se puede integrar 


la ecuación lineal no homogénea por el método de variación de las 
constantes. 
Al aplicar este método, la solución de la ecuación no homogénea 


se busca en la forma y (х). © sea que en esencia, en lugar 
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de la función incógnita y introducimos л funciones desconocidas 
e, (1). Puesto que escogiendo las funciones c,(x)(¿=1, 2, ..., n) 
hay que satisfacer solamente una ecuación 

дме ера" 9. ри (9и РО) (2.49) 


se puede exigir que estas п funciones c,(x) satisfagan otras n—1 
ecuaciones, las cuales se escogen de manera que las derivadas de la 


función y= Sawna tengan en lo posible la misma forma que 
tienen cuando las с; son constantes. Escojamos с, (х) de manera tal 
que la segunda suma de 
y= 909и 09+ 24m 

sea igual a cero, 

г 

Даи) =0 
y, рог lo tanto, 


y -É “йо, 


es decir, que y” tiene la misma forma que cuando las с, son cons- 
tantes. De la misma manera, en la derivada segunda 


Дани 


exigimos que la segunda suma sea igual а сего, соп lo cual se 
somete с, (х) a la segunda condición: 


ў аюи=о. 


Continuamos calculando las derivadas de la función = (OLA 
© 
de orden hasta т) inclusive, e igualando cada vez а cero la 


suma À UP (б: 
Ханн о=о @=0,1,2,...,л—20, (2.54) 


=} аи 
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obtenemos 
y д“ (a) yis 
ке de “бй, (2.55) 
РЕ 
W= + a». 


У спу" = 0, puesto 


que las funciones с, (х) ya están sometidas а las л—1 condiciones 
(2.54), y hay aún que satisfacer la ecuación inicial (2.49). Susti- 
tuyendo y, Y, ..., y" de (2.55) en la ecuación 


и ер, (0) уи 9. Бр, (у= 10), (2.49) 


se obtiene la ecuación que falta para la determinación de с,(х) 
(í=1, 2, ..., п). Es evidente que en el primer miembro de (2.49) 


queda sólo la suma Jaw Ие”, ya que todos los términos res- 


En la última igualdad no podemos exigir que 


tantes tienen la misma forma que cuando las c; son constantes, 
y cuando éstas son constantes, la función ye satisiace la 


ecuación homogénea correspondiente. 
Esto puede verificarse taml 


аше". $ euP oO Ў, OR e 
сро) Д аи =r, 


mediante el cálculo directo: 


o bien 

1 2, 

2 м» +2 с [Ш 3-р, (0) 079... Ара (х) и] = Ре). (2.56) 
Todas las y, son soluciones particulares de la ¿Ecuación homogénea 


correspondiente; por сие се, р (куит. 
рр, (0) 0 (=l, 2, ..., л), y la ecuación (2. 56) toma la 
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forma 
тт рх). 


De esta manera, las funciones с, (x) (i= 1 
del sistema de n ecuaciones lineales 


‚2, a., п) se determinan 


Хово 
Ў ASY, 
Даи =0, (2.57) 


yoo, 


AO 


0, 


cuyo determinante es diferente de ccro, debido a que éste 


Шит де” 


es el wronskiano de las soluciones linealmente independientes de la 
ecuación homogénea correspondiente. Al determinar de (2.57) lodas 
las с; (х) = ф(х) por cuadraturas, hallamos 


ai= f 9, (1) dx LG 
Ejemplo 2 


П 
жие 
y cosx 


La solución general de la ecuación homogénea correspondiente tiene la forma 
у= с cos x+ су sen x. Variemos ci у ск 


у= с, (x) cos x-4- (x) sen x- 


C, (x) y ca (0) se determinan del sistema (2.57): 


ci (x) cos хес: (х) sen x=0, 


E А 1 
—‹ (x) sen x са (x) cos xo 
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de donde 


СЯ 
La solución general de la ecuación inicial es: 
y =5,c0s x + Ẹ sen x+ соз хіп | cos x |х sen x. 
Ejemplo 3. 
x-+ax= j (0). 


La solución general de la ecuación homogénea correspondiente tiene la forma 
ree соза! зеп. Variando las constantes: х= (f) cos af +0 (f) sen af. 
se obtiene 


c4 (0) cos at 4-с: (£) sen at == 0, 
ас О son at -Hacs (0 cos at=} (0, 
de donde 


dOs- tisna 0 


u 


t 
fiw sen au du +° 
è 


( 
Fa) сово, el) -+ \ Fu) cos au du +ã, 


П 


‚ 
{гоа ou du- та $ [ (u) сов au du +7, cos at +7, sen al, 
ў ; 


x= 


о bien 
г 
«б=т! (u) [соз ан sen al —sen au сов al] du +, cos at +c, sen at, 
# 


de donde, en definitiva, se obtiene 


‚ 
х@) =4 fi (ш) sen a ((—u) du +5 cos а 6, sen al. 
E 


Obsérvese que el primer sumando del segundo miembro es solución particular de 
la ecuación inicial, que satisface las condiciones iniciales x(0)=0 y х (0)—0. 


De este modo, si se conocen п soluciones particulares linealmente 
independientes de la ecuación homogénea correspondiente, se pued 
por el método de variación de las constantes, integrar la ecuación 
no homogénea 

100) = о). 


Si se conocen, en cambio, solamente № (donde і < п) soluciones 
linealmente independientes у, Ya. ---, Yg de la ecuación homogénea 
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correspondiente, entonces, como ya fue señalado en la pág. 105, el 
cambio de variables permite reducir su orden hasta n—k, conser- 
vando su linealidad. Obsérvese que si k=n—1, el orden de la 
ecuación se reduce а 1, y la ecuación lincal de primer orden siempre 
se puede integrar en cuadraturas. 

Análogamente se pueden utilizar Æ soluciones de la ecuación no 
homogénea д. 03, ..-. Ya puesto que sus diferencias son ya solu- 
ciones de la ecuación ómegénea correspondiente. En electo, 


Ly) = Ро), 10, = 


рог lo tanto, 
110—910] 018, = 10) 10) 20. 


Si soluciones particulares de la ecuación homogénea corres- 
pondiente 


Gih 0, +++ > 00 (2.58) 
son linealmente independientes, entonces el orden de la ecuación 
Ди} =) puede ser reducido hasta n—(:—1). Es evidente que 
las otras diferencias y,—y, son combinaciones lineales de las 
soluciones (2.58): 


0—0, = 0—0) — 0—9) 
у, por consiguiente, по pueden ser utilizadas рага la reducción 
ulterior del orden. 
Señalemos otro método, с! método de Cauchy, para hallar la 
solución particular de la ecuación lineal no homogénea 
14069] = Го). (2.59) 


En este método se supone conocida la solución К (х, s), que de- 
pende de un parámetro, de la ecuación homogénea correspondiente 
L(y(x)] = 0, y que satisíace las condiciones 


Кв, з)= К' (5, s)=...=K%"P(s, 5) =0; (2.60) 
Кет (5, у= 1. (2.61) 


No es difícil comprobar que en este caso 


+ 
ио) (Кок, з) f(s)ds 2.62) 
El 
será solución particular de la ecuación (2.59), que satisface las 
condiciones iniciales nulas 


y) =y (1) кс? (x)=0. 


$ 5. Ecuaciones lineales no homogéneas 125 


En efecto, derivando (2.62) y teniendo en cuenta las condiciones 
(2.60) y (2.61), se obtiene 


y a= f Ko tos) ds, 


y (09) =5 Кү, sf (s) ds, 
ня я (2.63) 
ито) = | КЁ-”(х, з) F ds, 


уз (у= | KE (e, з) Hs) ds ЕГ). 
Sustituyendo (2.62) y (2.63) en la ecuación (2.59), obtenemos 
GLK d+ (д =). 


puesto que K(x, 5) es solución de la ecuación homogénea corres- 
pondiente: L [К (х, s)]==0. 
La solución K(x, s) puede ser tomada de la solución general 
п 


„gi (x) de la ecuación homogénea, si se escogen las constantes 


arbitrarias с, de manera que se cumplan las condiciones (2.60) 
y (2.61). 


Ejemplo 4. Para la е 


¡ón 
yoyo 0) еб) 
la solución general es y=c,cosax-+e, senax. Las condiciones (2.60) y (2.61) 
conducen a las siguientes ecuaciones: 
су соз aS -+ Ce sen as = 0, 
— ac, sen as- ac, cos as = 1- 
Por lo tanto, 


y la solución buscada K (x, s) tiene la forma 
1 


K(x, 5) = т sena (as). 


La solución de la ecuación (2.64) que satisface las condiciones iniciales nulas, 
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según (2.62), se puede representar en la forma 


Ж 
в} пака 
Н 


esta solución coincide con la obtenida anteriormente рог el otro 
método (véase la pág. 123) de resolución de la misma ecuación. 


Se puede dar una interpretación física de la función K (x, s) 
y de la solución de la ecuación lineal con segundo miembro en la 
forma (2,62). Aquí será más cómodo designar la variable indepen- 
diente por la letra /. 

En muchos problemas, la solución y(1) de la ecuación 


PA Oya pnl) y= HO (2.65) 


describe el desplazamiento de cierto sistema, y la función f (f) es 
la fuerza que actúa en este sistema; £ es cl tiempo, 

Supongamos primeramente que, para # < s, el sistema se encuen- 
tra en estado de reposo, | que su desplazamiento se efectúa 
debido а la fuerza /, (0), diferente de cero sólo en el intervalo 
s<t<s+e, y cuyo impulso es igual a 1: 


{ =. 


Designemos рог у, (/) la solución de la ecuación 


Ие Бр 0"... р, (0.00. 


Se comprueba fácilmente la existencia del límite у, (#) cuando 
є— 0, el cual no depende de la función f,(f), si suponemos que 
ésta по cambia de signo. En efecto, 


t 
y l0=5 Kits) flo) ds- 


Aplicando el teorema del valor medio рага £ >s-+e, obtenemos 
sre 


ю(@=К(,з+е') | hadt K (s+ е), 


donde 0< e*—e; por lo tanto, 
limy, (f) = K (£, з). 
eo 


Por ello, es natural llamar a la función К (£, з) función de influencia 
del impulso instantáneo en el momento í= s. 
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iendo el intervalo (14, t) mediante los puntos s; (¿=0, 1,...,т) 
еп m partes iguales de longitud As= 7", representamos 1а fun- 


ción f (f) en (2.65) como suma de las funciones f, (f), donde f,(1) 
es diferente de cero sólo en el ¿—ésimo intervalo 5;_, < f< 5. 
En éste [¿(1) coincide con la función /(0: 


H0= 2/10. 
бп (pág. 117), la solución de 


Debido al principio de superposi 
la ecuación (2.65) tiene la forma 


sN = РЭ [Дш 
donde y, son soluciones de la ecuación 


к" py р.у 


con condiciones iniciales nulas. Si m es suficientemente grande, la 
solución y,(1) se puede considerar como función de influencia del 
impulso instantáneo de intensidad f,(s;) As. Por consiguiente, 


У È КО, 5018) ds. 
Pasando al límite cuando m— оо, se obtiene la solución de la 
ecuación (2.65) con condiciones iniciales nulas, en la forma 
п 
y=8 K( 905) 45, 
i 


la cual demuestra que la influencia de la fuerza de acción continua 
se puede considerar como superposición de las influencias de im- 
pulsos separados. 


$ 6. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS CON 
COEFICIENTES CONSTANTES Y ECUACIONES DE EULER 


Al resolver ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes 
constantes, en muchos casos es posible escoger una solución parti- 
cular sin dificultad, reduciéndose así el problema a la integración 
de la ecuación homogénea correspondiente. 

Supongamos, por ejemplo, que el segundo miembro es un poli- 
nomio de grado s y que, por lo tanto, la ecuación tiene la forma 


ашу" i yD.. EN + As (2.66) 
donde todas las a, y las A, son constantes 
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Si а, +0, enlonces existe una solución particular de la ecuación 
(2.66), que tiene también la forma de polinomio de grado s. 
En efecto, sustituyendo 

у= By Bor В, 
cuación (2.66) y comparando los coeficientes de iguales 
potencias de x en ambos miembros, se obliene un sistema de ecua- 
ciones lineales para la determinación de los coeficientes Bj, que 
es siempre resoluble si a, +0: 


SO 


вВ,-: Bo= А, 

d> donde se delermina By, 
An В, (s—1) du: 

de donde se determina Ba, 


Вү-1-5(8—1) а, .Вь= Аз, 


de donde se delermina В,. 

De csta manera, sí а, +0 existe una solución particular que 
tiene la forma de polinomio cuyo grado es igual al grado del poli- 
nomio del segundo miembro. 

Supongamos ahora que a,=0 
también а, 4-5... = 03...15 0, pero d,..=20, о sea, que 
k=0 es raíz de multiplicidad œ de la ecuación característica; ade- 
más, el caso a=1 no se excluye. Entonces, Ja ecuación (2.66) 
toma la forma 

ayh ayd... O Ау? HAAA (2.67) 
Haciendo y? = 2, llegamos al caso anterior y, en consecuencia, hay 
una solución particular de la ecuación (2.67), рага la cual 

y = Вох Bo в,. 
Esto significa que y es un polinomio de grado s-+a; además, los 
términos de grado menor o igual a а! de dicho polinomio 
téndrán coeficientes constantes arbitrarios, que pueden ser, en par- 
ticular, escogidos iguales a cero. Entonces, la solución particular 
toma la forma: 


‚ para mayor generalidad, que 


к=з (B+ Baxi HB) 
Ejemplo 1. 
F+y=t+r (2.58) 


La solución particular tiene la forma 
g= Bart + Bix + Ba 
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Sustituyéndola en la ecuación (2.68) e igualando los coeficientes de los términos 
de igual grado respecto a х, obtenemos 

Bo=!, B=l, B,=-2 ¿="+x-2 
La solución general es 
у= су соз xe зеп 4142 


Ejemplo 2. 
Y +y =x—2 
Se busca una solución particular de la forma 
к=к (Вх+ В). 


Sustituyendo en la ecuación e igualando los coeficientes de los términos de на! 
grado respecto a x en ambos miembros de la identidad oblenida, se tiene 
By) Ву=—3, dex (4x3). 
La solución general es A 
yaa +ort+x (+3). 


Consideremos ahora la ecuación lineal no homogénea de la forma 
ашу"! ау" 4... Hapy = eP (Ay + Ai... +4). (2.69) 
donde todas las a, y las А, son constantes. Como fue indicado 
anteriormente (ie. 112), el cambio de variables y=e"*2 reduce 
la ecuación (2.69) a la forma 
ерх oz 4-0 4... 46,2] =P (Aaxt БАр... БА), 
о bien 
bam 402—0 4... pbz Аа Ауа... БА, (2.70) 
donde todas las Б, son constantes. 


La solución particular de la ecuación (2.70), si 0,0, tiene 
la forma 


г = B+B.. Bo 
por lo tanto, la solución particular de la ecuación (2.69) será 
у= е (Baxt + Вүх#7%+...-ЕВ,). 


La condición 6,520 significa que F=0 no es raíz de la ecuación 
característica 


bkr bikt... by =0. (2.71) 
Por consiguiente, k=p no es raíz de la ecuación característica 

aktak" h.. (2.72) 
puesto que las raíces de estas ecuaciones están ligadas por la 
dependencia £=k=+p (véase la pág. 112). 


SN 3648 
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Si #=0, en cambio, es raíz de multiplicidad æ de la ecuación 
característica (2.71) o, en otras palabras, k= р es raíz de la misma 
multiplicidad @ de la ecuación característica (2.72), entonces las 
soluciones particulares de las ecuaciones (2.70) y (2.69) tiene res- 
pectivamente las formas 


i= (Ву? + Ву) -... ЕВ). 
хе (Во Bt. ЕВ). 


De esta manera, si el segundo miembro de la ecuación diferencial 
lineal con coeficientes constantes tiene la formo 


ers (Дата ATI + А) 


y si p no es raiz de la ecuación caracteristica, la solución particular 
debe buscarse en la misma forma: 


Jer Br Bl Ву). 


en cambio, p es raíz de multiplicidad œ de la ecuación caracte- 
ristica (este caso se denomina singular o resonante), la solución 
particular debe ser buscada en la forma 


= xer (Вох. Ву) Ы... +B). 


Ejemplo 3, 
у= е. 
La solución particular debe buscarse en la forma 
9ч Вех 
Ejemplo 4. 
yumora) 


La solución particular debe ser buscada en la forma 


бе (Borbi). 
Ejemplo 5 
Y—y=e (e) 


La solución particular debe buscarse en la forma 

ф= е^ (Вот Bix 8), 
ya que k=l es una raíz simple de la ecuación característica. 

Ejemplo 6, 
E (1—5). 
La solución particular debe ser buscado en la forma 
Pater (Bart By, 

debido а que #=—1 es una raiz triple de la ecuación caracteristica, 
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Obsérvese que nuestros razonamientos son válidos también si 
las p son comp! Ze por eso, si el segundo miembro de la ecuación 
diferencial lineaj tiene la forma 


ers [P, (x) cos qx -r Q, (х) sen gx], (2.73) 


donde uno de los polinomios Р, (х) ó Q,(x) tiene grado s y el otro, 
no mayor que s, entonces, reduciendo según las fórmulas de Euler 
las funciones trigonométricas a la forma exponencial, obtenemos 
en el segundo miembro 


EPR, (х) q eP- Т, (х) (2.74) 


donde Б, (х) y Т,(х) son polinomios de grado s. 

A cada sumando del segundo miembro se le puede aplicar la 
regla anteriormente indicada, es decir, si р gi no son raíces de 
la ecuación característica, la solución particular se puede buscar 
en la misma forma que el segundo miembro (2,74); si, en cambio, 
p qi son raíces de multiplicidad æ de la ecuación característica, 
la solución particular debe multiplicarse además рог x". 

Si volvemos a las funciones trigonométricas, esta regla se 


ij =er*[P, (х) cos qx +- Q, (x) sen qx], 


donde P,(x) y @,(х) son polinomios de grado s con coeficientes 
indeterminados. 

Obsérvese que si uno de los polinomios Р, (х) б Q,(x) tiene un 
grado menor que s, e incluso, en particular, es idénticamente nulo, 
de todos modos ambos polinomios Р, (х) у Q(x) tendrán, en ge- 
neral, grado s. 

b) Sí p gi son raices de multiplicidad аг de la ecuación carac» 
teristica (caso de resonancia), la solución particular debe ser buscada 
en la forma 


J= xer |P; (x) cos qx-+-Q, (х) sen qx]. 
E 107. 
фер!» Y Ay! +4 = соз 2х. 


Сото los números 4: 22 no son raices de la ecuación caracteristica, buscamos la 
solución particular en la forma 


J= A cos 2x- B sen 2x. 
Ejemplo 8. 
Y + Ay = соз 2x. 
Como los números + 2{ son raices simples de la ecuación caracteristica, buscamos 


se 
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la solución particular en la forma 
y=x[A cos 2x4 B sen 2х]. 
207и ух. 


Puesto que los números + г son raíces dobles de la ecuación caracteristica, la 
solución particular se busca en la forma 


F= (A cos x+ B sen x). 


Ejemplo 9. 


Ejemplo 10. 
y+ 2y’ 4-00 =е-* (x cos x43 sen 2). 
Debido a que los números — 1 + i son raices simples de la ecuación caracteris- 
tica, la solución particular debe buscarse en la forma 
белет Аз А) соз x+ (Box + Ву) sen x}. 


En muchos casos, al buscar soluciones particulares de ecuaciones 
lineales con coeficientes constantes con segundos miembros de la 
forma (2.73), es conveniente pasar a las funciones exponenciales. 


Por ejemplo, en la ecuación 
YY +y=cosx 


se puede transformar cos х por la fórmula de Euler, o aún de modo más sencillo, 
considerar la ecuación 


0—20 hym, (2.75) 
la parte rel de cuya solución debe salisfacer la ecuación original (vénse 
la póg. 118). 

PIÉ solución particular de la ecuación (275) se puede buscar en la forma 


Entonces 


La solución particular de la ecuación original es 
вере рик. 


En muchos casos resulta muy cómodo el método operacional para la búsqueda 
de он particulares de ecuaciones lineales по аз соп coeficientes 
constantes. 


Concepto sobre el método operacional para la resolución de ecua- 
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Introduz- 
camos la notación 


га ЖЕ 
ri 
para las derivadas de orden k. Utilizando esta notación, escribamos 


la ecuación 
S ayh tag" D+... +-аш=[(х) 
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en la forma 
а, 0"у+-0,0"7+... Һа = F (x), 
o bien 
(0%0"+а,0"71+...+-а,30+а,)у= |ә). (2.76) 
La expresión 


aD" 4-00"++... +а,.1р+а, 
se Пата polinomio operacional. Este polinomio se designará breve» 
mente por F(D), quedando la ecuación (2.76) en la forma 
F(D)y=}(x). 
Es fácil establecer por comprobación directa la validez de las 
identidades siguientes: 
1) F (D)e =F (k), 
2) F(D*) senax= зеп ax F (— а?), 
3) F (D5 cosax = соз ах F (— а%), 
4) F (D) ets 0(x) me F (D +k) v(x). 
En efecto: 
1) F (D)e = (а,0" 4-а,0"—14-... -4-0,) 0 = 
=e (akt alert... а) = e F (k). 
2) F (D5) senax = (а„Р#” --a,D*=24-... +a, D° +a,) sen ax = 
= [00 (—0")" + a, (a YE... Фал. (a?) а, sen ax = 
= sen ax Р(—4@#). 
La identidad 3) se demuestra en forma completamente análoga: 
F (03) cos ax = cos ax F (—a). 


4) F(D)e**o (x)= дә” (еко (ху) = 


А 
= “Уш, [roto + pido 42D десерт... + Dro] = 


=& È а(Ф+-®бо—е®Р(Р+-8)9(9. 
E 


Se Пата suma de dos operadores F,(D) y F¿(D) al operador 
[F,(D)-+ Fa (D)), cuya aplicación a cierta iunción / (x) se determina 
por la igualdad 


[F1 (D) + FL (DF (x) = F, (D) F (x) + F (D) f (х). 
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De esta definición se deduce que 


Ў а,.,0°+ Eb, ¿DP Y (а, T 04-p) D", 
p=0 p=0 p=0 p 


puesto que al aplicar ambos miembros de esla igualdad a cierta 
función f(x), derivable n veces, se llega а un mismo resultado; es 
decir, la regla de la adición de polinomios operacionales no se dife- 
таи la regla de adición de polinomios ordinarios (no орега- 
cionales). 

Se llama producto de dos operadores F, (D)-F,(D) al operador 
cuya aplicación a cierta función f (x), derivable un número suficiente 
de veces, se determina por la igualdad 


F, (D)-F4 (D) f (x)= F, (D) (F+ (D) E), 


o sea, que a la función f(x) se la aplica primero el segundo factor, 
y luego a este resultado se le aplica el primer factor. 

Partiendo de esta definición no es difícil comprobar que la regla 
del producto de polinor operacionales no se diferencia de la regla 
del producto de polinomios ordinarios (no operacionales). En efecto, 


. т бол 
puesto que 

a 1 

Р р IES 


= i „> [E „| = р р лиф?) 


lo cual coincide con el resultado de aplicar el operador 
бот 
" 


€ IS (2.77) se deduce, en particular, la conmutatividad del pro- 
ducto de operadores: 
F, (D) F, (D) = F; (D) F, (D). 
La validez de la ley distributiva 
F (D) |F; (D) + F+ (D)] = F (D) F, (D) + Е (D) F; (D) 


se deduce de inmediato de la regla de derivación de una suma. 
Por lo tanto, las operaciones de suma y de producto de polinomios 
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operacionales по se diferencian de las mismas operaciones con ро- 
linomios ordinarios (no operacionales). 


Definamos ahora el operador + 


FI)" 
El resultado de aplicar el operador тру а cierta función conti- 
пиа f(x) es la solución de la ecuación 
Р(Р)у= |), (2.78) 


j= Am! (к). 
Por consiguiente, 
FO) [rto] «Г. en 


Se hubiera podido considerar que pf (2) es la solución de ta 


ecuación (2.78), determinada por ciertas condiciones iniciales con- 
crelas, por ejemplo, nulas. Para nuestros fines, sin embargo, es más 


cómodo considerar que "O es una de las soluciones (no im- 
porta cuál) de la ecuación (2.78). Por lo tanto, el resultado de 
aplicar el operador ру a cierta función (x) está determinado sola- 


mente con exactitud de un sumando igual a una solución de la 
ecuación homogénea correspondiente. 


Comprendiendo así el resultado de la aplicación del operador 
se verificará la igualdad 
TOS (2.80) 
puesto que f (х) es evidentemente solución de la ecuación 
F(D)jy=F (р) (9. 
El producto de los operadores Ф (D) y +5 se determina median- 
te la igualdad 


ФО) ру =D [5709]. 
Análogamente, i í 
щру PO = mpy O (Do). 


Por eso, en las fórmulas (2.79) y (2.80) se puede prescindir de los 
paréntesis; obsérvese, además, que 


iO (0... Oar, 
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ya que ру f(x) es, por definición del operador тру, solución de 
la ecuación Dry = f (x). 

Comprobemos las siguientes propiedades del operador түру: 

ру 10, 
donde k es un factor constante, puesto que 

F(D) irgi =ŁF (D) pi =k). 
2 туей ml , si Р(Ю) 50. 
En efecto, E es solución de la ecuación F(D)y=e**, ya que, 


según la fórmula 1), pág. 133 


IO 
FO pae = 


e S PaA. 


Efectivamente, AS es solución de la ecuación F (D*) y = зепах 


puesto que, en virtud de la fórmula 2), pág. 133, 
F (D) FUE = Fl) senar = sen ar. 
4) posa рүш, si Pla) 20, 
debido a que, según la fórmula 3) de la pág. 133, 
Ora Г a?) cos ax =cos ax. 


DAA o. 


En efecto, erp es solución de la ecuación F(D)y= 
= ev (x), ya que, en virtud de la fórmula 4), pág. 133, 


PD me PIDEN mero. 

Ө 9 +091 оу. 09+ ру 00. 
Esta igualdad es consecuencia del principio de superposición (pág. 
17). 
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1 1 £ 
Т) rono = ғау о) 0 


о sea 
1 1 
у= (Бу [0/0] (2.81) 
es solución de la ecuación 
FAD) F, (D) y=} (0). (2.82) 


En efecto, sustituyendo (2.81) en {2.82), se obtiene 
F, (D) Fi (D) ғу [ro 10] =O O 


Veamos algunos ejemplos sobre la búsqueda de soluciones parliculares de 
ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes constantes mediante el método 
operacional: 


1) y +4y=e*, o bien (224-4) y=e*, de donde 
t ех 
e т 
2) pV у= 2 соз 3х, о bien (Dil) 0 =2 соз 3, 
1 ° a 2cos3r 1 зк. 
Мн Еа ыбын ага] айы 
3) y" +94 =5senx, (D?4+9) y =5 sen x, 
1 Б5їепх 5 
y рү 5 
4) 407 бу = беа, ARI, 
y= E An i 
5) y" —3y 30 —у=е*, (D—1P ye, 
ue 


РОЮ 705 por elo. en lugar de la segunda fórmula, se aplica la fórmula 5 
(pág. 136), considerando a ех como producto de e*: 


1 a 
атре mier: 
6) y"—y=senx, 
(D9—1) y=sen x, (2.83) 


=g sen x. Сото el operador contiene potencias impares de D, entonces no 


es posible aplicar la fórmula 4). Por ello, en lugar de la ecuación original consi- 
deremos la ecuación (0—1) y=eX, о bien 


(D3—1) y=0osx-+isenx. (284) 
La parte imaginaria de la solución de la ecuación (2.84) será solución de la 
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ecuación original (véase la pág. 118): 


10 (созхо зел) _ 
~ = 


=- y (ossen Delos хэмд). 


La parte imaginaria 205—505 


de la ecuación (283). 


Т) Бисоз х, (02+ 1) y=c05x, 


de la solución de la ecuación (2.84) es solución 


y= 
Dm 
La fórmula 3) de la pág. 136 es inaplicable, puesto que F(—a%)=0. Por 
eso, nuevamente en lugar de la ecuación original consideraremos la ecuación 
Y +y=els, o bien у + y=cos 
y tomaremos la parle real de su solución 


тт 


ПЖ" 1 ela 
(Dys, rgy” “з= “в =з" 
ёха бк хова isena) 
тр = 2 
хзпх 


Tomando la parte real de la solución hallada de la ecuación auxiliar, se 
obliene la solución de la ccuación original. 


8) yV —yazer, (DI—)) ye, sy 


1 х 
DEN” 


Analicemos además cómo actúa el operador n= sobre el poli- 


10) 
nomio 


Р(х) = AotP ATI А, 
Dividamos formalmente 1 entre el polinomio 
F(D)=0,+0,_¡D+... 49D", 0,0, 


dispuesto en orden creciente de las potencias de D, por la regla 
de división de polinomios ordinarios (no operacionales). Detendre- 
mos la división al obtener en el cociente un polinomio operacional 
de grado p: 


Bo+o,D+...+b¿Dr=Q,(D). 

Entonces en el resto tendremos el polinomio 
RIO) =c, De cy ¿Det 
que contiene al operador D en potencias no menores de p 
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Debido a la dependencia entre dividendo, divisor, cociente y resto, 
se obtiene 
F(D)Q,(D)+R(D)=1. (2.85) 
Esta identidad se cumple para los polinomios ordinarios (по ope: 
racionales), pero como las reglas de suma y producto de polinomios 
operacionales no se diferencian de las de suma y producto de poli- 
nomios ordinarios, la identidad se cumple también рага los poli- 
nomios operacionales. Aplicando ambos miembros de la identidad 
(2.85) al polinomio Ax” + AyxP 14... +A, se obtiene 
[F(D0)0, (D)-+R(D) Agr? + Ах? +... Ар) = 

SAA A 

o, tomando en cuenta que 
R (D) (Аск? y Ayer Aj) =0, 

debido a que R(D) contiene a D en potencias no menores de p+1, 
tendremos 


p 


F (D) [Q, (D) (Ax? + A,x? + 
= AP H ART 
es decir, Q, (D) (Аух? + Духу) i 
F (D)y= Ах? т А, 
De este modo, 
F Aa Аир. А) = QDA Амет. + А), 


Por ejemplo: 

9) уулах 0, (041) yx +42, sopp tta 
Dividiendo 1 entre 15 0°, obtenemos Q, (0) = 1— 2°. Por lo tanto, 

0= (1—05) ек9) 

10) (72-057 4-20 =хїе-х, (Dt а xte=x, 


—х. 


кетр к=е- n= у 


1) y ҷу ех сос х, (024-1) у= соз х. 
Pasamos a la ecuación (024-1) и=>еіх y luego tomamos la parte real de la 


solución 
1 і үт D 
Y mar a “om pd 
me to у= (озі +3) 
=D Se (2+ +) жак. 


Tomando la parte real E sens + cos x, se obtiene la solución buscada. 
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Observación. El último ejemplo demuestra cómo hay que 
aplicar el operador For a un polinomio, si a,=0. Representando 
F(D) en la forma D'b(D), donde el término independiente del 
polinomio P(D) ya no es igual a cero, se aplica al polinomio 
primero el operador тїр, y después el operador + 

Las ecuaciones no homogéneas de Euler 

A ao. алу |0), (2.86) 
o bier 


ien 

абаха Вучу" +a (ax Oya... ау | (к) (2.87) 
se pueden integrar mediante Іа resolución de las ecuaciones homo- 
géneas correspondientes (véase la pág. 114) y hallando una solución 
particular de la ecuación no homogénea, o bien aplicando el método 
de variación de las constantes. Sin embargo, generalmente es más 
simple integrar primero la ecuación homogénea, y para elegir la 
solución particular transformar la ecuación de Euler (2.86), median- 
te la sustitución de variables x=e! (para la ecuación (2.87), 
ax+b=+e!), еп una ecuación con coeficientes constantes, рага 
las cuales los métodos de búsqueda de soluciones particulares han 
sido desarrollados en forma detallada, 


Ejemplo 11 
ay (х) —ху ()4+y (0) хіта х. (2.88) 
Buscamos la solución de la ecuación homogénea correspondiente en la forma y =x: 
M4 10; (2.89) 


ka= 1; por lo tonto, la solución general de la ecuación homogénea tiene la forma 
т (с, есе In ху х, Por la sustitución de variables x=*", transformamos la ecua- 
ción (2.88) en una ecuación con coeficientes constantes: y (f)— 2y (1) +y = fet 
(el primer miembro de esta ecuación puede ser escrito directamente a partir de 
a ecuación característica (2.89)), Mediante el método operacional, se halla fácil- 
mente la solución particular de la ecuación transformada 


1 L paff 
Ci e A A Pas 
Por lo tanto, la solución general de la ecuación (2.88) tiene la forma 


(анан) 


$ 7. INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR MEDIO DE SERIES 


El problema de la integración de ecuaciones lineaies homogé- 
neas de n-ésimo orden 


PAIS 


+әфә=0, (290) 
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se reduce a elegir n, о рог lo menos n—1 soluciones linealmente 
independientes. Sin embargo, las soluciones particulares se escogen 
con facilidad sólo en casos excepcionales. En casos más complejos 
las soluciones particulares son buscadas en forma de suma de una 


serie 2 ад), sobre todo en forma de suma de una serie de po- 
4 


tencias o de una serie generalizada de potencias. 

Las condiciones bajo las cuales existen soluciones еп forma de 
syma de una serie de potencias o de una serie generalizada de po- 
tencias, se establecen comúnmente por métodos de la teoria de 
funciones de variable compleja, la cual suponemos desconocida por: 
el lector; por esto, los teoremas fundamentales de este parágrafo 
están dados sin demostración, aplicados a las ecuaciones de segundo 
orden, las cuales se encuentran con mayor frecuencia en la práctica. 


Teorema 2.9. (sobre la propiedad analítica de la solución). 
Si рох), р, (х) y р(х) son funciones analiticas de x en un entorno 
del punto х= х, Y рь\Х,) 50, entonces las soluciones de la ecuación 


PDS +р (0) + рб) у=0 (291) 


son también funciones analiticas en cierto entorno del mismo punto; 
por lo tanto, la solución de la ecuación (2.91) se puede buscar en 
la forma 


YA) +а(х—щ)#+... A A+ + 


Teorema 2.10. (sobre el desarrollo de la solución en una 
serie generalizada de potencias). Si la ecuación (2.91) satisface 
las condiciones del teorema anterior, pero x= x, es un cero de orden 
finito s de la función pa(x), cero de orden 5—1 o superior de la 
función р, (х) (si s > 1) y cero de orden no inferior a s—2 del сое]і- 
ciente р, (х) (si s >2), entonces existe por lo menos una solución 
no trivial de la ecuación (2.91) en forma de sumu de una serie 
generalizada de potencias 


ya (хх) Ha (хун... а, (хуи... (2:99) 


donde k es un número real que puede ser entero o quebrado, positivo 
o negativo. 

La segunda solución linealmente independiente de (2.92), por 
repa general, tiene también la forma de suma de una serie gene- 
ralizada de potencias, pero a veces puede contener además cl pro- 
ducto de una serie generalizada de potencias por In(x—x)). 

En problemas concretos se puede proceder sin los dos teoremas 
formulados más arriba, sobre todo porque en el enunciado de éstos 
no se establecen las regiones de convergencia de las series conside- 
radas. Con mayor frecuencia en problemas concretos se escoge una 
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seric de potencias o una serie generalizada de potencias que satisfaga 
formalmente la ecuación diferencial, o sea, que al sustituírla en la 
ecuación considerada de orden п (2.90) la transforme en una iden- 
tidad, si suponemos la convergencia de la serie y la posibilidad 
de su derivación lérmino a término п veces. Al obtener formalmente 
la solución en forma de serie, se investiga su convergencia y la 
posibilidad de su derivación término a iérmino л veces. En la 
región donde la serie converge y permite su derivación término 
a lérmino п veces, la misma no solamente satisface formalmente 
la ccuación, sino que su suma es en realidad la solución buscada. 


Ejemplo t 
Y —xy=0. 
de una serie de potencias 


y= 3 apx”. 


Basándonas en el teorema 29. о derivando 
a término dos veces y sustituyendo en la ecu 


(2.99) 


Busquemos la solución en 1 


la serie formalmente término 
(2.99), obtenemos 


Y л(л—1)х®-1—х Ў apx" зы. 


“ 


Igualando las coeficientes de iguales potencias de x en ambos miembros de la 
identidad, obtenemos а 0, 3-24, —d,y=0, de donde атур 4:311 —а=0, 


de donde aL: 5:40—a,=0, de donde а, = у, ...› (л —1)в—@„-э:=0, 


++. Por consiguiente, 


а, 
a 0, аа тууа уза" 
СЯ 
ааттар ие 


4, Y а, permanecen arbitrarios. De esta manera, 


1А ы 
oc E |+ 

К 
nt]: 


(2.94) 


xi $ 
+a |+ + 


у radio de convergencia de esla serie de potencias es 
la suma de la serje (2.94) para valores cualesquiera de х es solución de Ía ecua- 
ción considerada. 

Ejemplo 2 а 
aty" ху --(х®—п*) у= 0. (2.95) 


finito. Por consiguiente, 


Esta ecuación se Ната ecuación de Bessel de orden n, a pesar de que se encuentra 
por primera vez en los trabajos de L. Euler y de D. Bernoulli. A la ecuación 
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de Bessel se reducen muchos problemas de la física matemática; por ello, la es- 
tudlaremos con más detalle. 

En virtud del teorema 2.10, por lo menos una solución no trivial de la 
scuación de Bessel puede hallarse en forma de suma de una serie generalizada 
de potencias 


y= Ў сәт. 
Я 


Derivando esta serie lérmino a término dos veces, у sustituyéndola en la écuación 
(2.95), se obtiene 


e Р а ша 
= 


A У арР 40. 


КЕ 


Comparando los coeficientes de iguales potencias de x en ambos miembros de esta 
igualdad, obtenemos 


ает] =0, 

a (&#+1#—л]=0, 

(042) —n*] 0,4090, 

ikin] а, 4-а; =0, 

раар фар 20. 

Сото el coeficiente о, рага la menor potencia de x se puede considerar diferente 
de cero, la primera ecuación se reduce a la forma 

Ani аб, de donde k= tn. 


Para concretar, vamos a considerar por ahora k==n 3x0: entonces la segunda 
ecuación а |(л--1)#—л*] е0 se obtiene: a, =0 y, por lo lanto, todas las p450 


а 
а тт ту. 


= E штру = СЗ 
р Иа" а" 


Рага k= —n. de manera completamente análoga se oblienc 
== (ға, 
O E ES TT EEN 


Para k=n, obtenemos la solución 


САБЫ 
Trpia mF Fp 
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A esta solución se le puede dar una forma más cómoda, si escogemos la cons- 


LF + donde 1 es la función gamma de Euler, Re- 


tante arbitraria в == FTT 


cordemos que 
по) (ерем, para р > 0, Г(р+-1) = РГ (р). 
а 
Entonces 
ўе)" 
к D- тар 1" e. 


Esta solución se denota generalmente por J, (х), y se Пата Junción de Bessel 
de primera especie de orden п. 


1 
Para == —л, tomando аз =p; py 
función de Bessel de primera especie de orden —л: 


‚ obtenemos análogamente la 


So (397 
1 утте" em 


Las series (2.96) y C 
х0) y pueden ser й 
y Jmn (x) son soluciones de la ecuación de Besse! (2.95). 

Si n no es igual a un enlero, las soluciones J» (x) y J -n (x) son linealmente 
independientes, puesto que sus desarrollos en serie comienzan por diferentes 
potencias de x, y por lo tanto la combinación lineal a/a (1) +æ] -n (x) puede 
ser idénticamente nula sólo cuando m =@у=0. 

Si, en cambio, n es entero, entonces, como para los valores enteros nega- 
tivos de А y para p»=0 la función Г (р) se vuelve infinito, los desarrollos еп 
serie de las funciones Jn (9) y 412 comienzan, рог potencias iguales de x y 
como по es difícil comprobar, las funciones Jn (x) y 7-я (х) tendrán la siguiente 


dependencia lineal: 
La 6—0 09. 


Por lo tanto, para л entero, en lugar de J., (x) hay que buscar otra so- 
lución que sea linealmente independiente de Jp (х). Esta solución se puede 
obtener de distintas maneras. Por ejemplo, se puede, conociendo una solución 
particular Ја (х), disminuir el orden de la ecuación (2.95) mediante la sustitución 
señalada en la pág. 104 , o buscar directamente la solución en forma de la suma 
de una serie generalizada de potencias y del producto de dicha serie por In x. 
La solución linealmente independiente de Ја (с), obtenida por cualquiera de estos 
métodos, para una determinada elección del factor constante arbitrario se llama 
función de Bessel de segunda especie, y se designa por Y (л). 

Habitualmente, sin embargo, Ул (x) se determina de la manera siguiente: 
considerando, primeramente, a л no entero, se toma la solución Y, (r) de la 
ecuación de Bessel que es combinación lineal de las soluciones Jp (х) Y J-n (х): 


PEACE ARA 


17) convergen para valores cualesquiera de x (en (2.97), 
з dos veces término a término. Por lo tanto, /„(х) 


luego, pasando al límite para п tendiente а un número entero, se obtiene la 
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solución particular Y (х), linealmente independiente de /„ (x), determinada ahora 
también para valores enteros de n. 

De este modo, la solución general de la ecuación de Bessel cuando п по es 
igual a un entero, tiene la forma: 


yd (9+0 0), 


у= с11 (ж) HeY n (х), 
donde c, у су son constantes arbitrarias. 

Las funciones de Bessel de primera y segunda están estudiadas muy 
detalladamente y, en particular, se han confeccionado tablas detalladas de sus 
valores. Por ello, si cualquier problema se reduce a funciones de Bessel, lo 
podemos considerar resuelto en la misma medida en que se considera resuelto 
оп problema cuya respuesta se da, por ejemplo, en funciones trigonométricas. 

Con frecuencia, en las aplicaciones hay que considerar la ecuación 

aty" +xy +(mix* —n) y=0. (2.98) 

Esta ecuación se reduce a la ecuación de Bessel por la sustitución de variables 
ху= тх. En electo, para dicha sustitución, 

К ж ча ^ 

та `& “Фа 


y la ecuación (2.98) se reduce a la ecuación de Bessel: 


y para n entero, 


de 
e de yo. 


Por lo tanto. la solución general de la ecuación (2.98) para п diferente de un en- 
tero, tiene la forma 
OS 


y para л entero, 
y= n (ma) HCY n (mx). 


Ejemplo 3 
AY ey +(e -5) y=0. 
La solución general tiene la forma 


y=c y (25) +7 з (25). 
E 5 
Ejemplo 4. 
ў ey + +AA) y=. 
La solución general es 


y=o У) а(х ЁЗ). 
Ejemplo 5. Intengrar la ecuación 
)u=o 


уху + q _ 
con la condición de que la solución sea continua en el punto x=0, e y (0,3) =2. 
La solución general tiene la forma 
шее @у+сы 20 
з ғ 
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La función Y, (2) es discontinua pera x=0, puesto que la serie (2.97) 


3 
comienza por potencias negativas de х. Pur lo tanto, la solución y es continua 
en el punto х=0 sólo para с,= 0: 


y 


JOA. 
E 
Al satisfacer la segunda condición y(0,3)=2, obtenemos 


2 
aT бё 
i 


En las tablas de las funciones de Bessel hallamos 4, (0,6)=0,700; por consigui- 
enle а = 2,887 е ы 
„2,5571, (20. 
Н 


En las aplicaciones se exige a menudo hallar las soluciones ре- 
riódicas de cierta ecuación diferencial. En este caso generalmente 
conviene buscar la solución en forma de serie de Fourier: 


Obsérvese que si la ecuación 
к= Fl, х, „ту (2.99) 


tiene una solución dica x, (£) de período 7, el segundo miembro 
de la ecuación (2.99) a lo largo de la curva integral considerada 
es función periódica de periodo Т con respecto al primer argumento. 
En efecto, sustituyendo еп la ecuación (2.99) la solución periódica 
x=xp (1), ubtenemos la identidad 


xP (D= F (t, xolt) Xa (Dr х=” (0). 


Sustituyendo en esta identidad £ por +T, debido a la periodicidad 
de la función xọ(/) y de sus derivadas, el primer miembro de la 
ecuación no varía, y tampoco los argumentos del segundo miembro, 
a partir del segundo. Por lo tanto, 


Ft xolt) AD, ‚ху (б) = 
FUAT, xo (0) Mo (0, >>> 87" (0), 


o sea, que la función F a lo largo de la curva integral x= xo (f) 
tiene período T respecto al argumento 1, que figura explícitamente. 
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En consecuencia, si el segundo miembro de la ecuación (2,99), 
para cualquier x(t), no es función periódica con respecto al primer 
argumento, entonces no existen tampoco soluciones periódicas. Si 
la función F no depende explícitamente de ѓ, es decir, es constante 
con respecto al argumento ?, entonces se puede considerar сото 
función periódica con respecto a / de cualquier período, y por ello 
no se excluye la posibilidad de la existencia de soluciones perió- 
dicas de período arbitrario, 

Supongamos, por ejemplo, que se exige hallar las soliciones 
periódicas de la ecuación Ы 


ita 
ar 


(0. (2.100) 


Рага la existencia de solución periódica es necesario suponer que 
[ es función periódica. Sin limitaciones sustanciales de la репега- 
idad, se puede considerar que f (f) es función periódica de periodo 
2л, ya que si la función /(/) tuviera período T, entonces, luego 
de la transformación de la variable independiente 1, = 29-0, el se- 
gundo miembro sería función de período 2л con respecto a la nueva 
variable independiente /,. 


Consideremos, además,que la función f(/) es continua y pueden 
desarrollarse en la serie de Fourier 


EN =F + $, (a, cos 4-6, sen kt). (2.101) 
т 
La solución periódica se busca еп la forma 
x(0)=L + $, (А, соз! + Ву зоп). (2.102) 
= 


Derivando dos veces término a término la serie (2.102) у susti- 
tuyéndola en la ecuación (2.100), se obtiene: 


У) k? (4, cos kt y В, sen ki) + 
a 


+a? EP (А, cos kt 2. B,sen n| = 


== У) (a, cos kt +b, sen М), 


1 


de donde, si а по es un entero, se determinan los coeficientes de 
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la serie (2.102): 
| 

@—ҥ)А,=аһ A => (2.103) 
@@—юВ,=% Br 


= - 


Por consiguiente, la ecuación (2.100) se satisface formalmente 
por la serie 


в S A Cos Ы + by senkt 
AP 5и > (2.104) 


Es evidente que la serie (2.104) converge y puede ser derivada 
dos veces término a término, ya que la serie (2.101) converge uni- 
formemente debido a la continuidad de la función f(t), y los coe- 
ficientes de la serie 


Єз 48 (ay cos kt +bk sen ki) 
SIE, (2.105) 


ка 


formada por las derivadas segundas de los términos de la serie 
(2.104), se diferencian de los coeficientes a, y b, de ta serie (2.101) 


sólo en el factor— > independiente de ż y tendiente monótona- 


mente a 1 cuando £— оо. Por lo tanto, la serie (2.105) converge 
uniformemente, por lo que la serie (2.104) se puede derivar dos 
veces término a término. De esta manera, la serie (2. 104) no sólo 
satisface formalmente la ecuación (2.100), sino que su suma x(t) 
existe y es solución periódica de la ecuación (2.100). 

Si а se diferencia poco del entero л y a, +0 б 5,520, enton- 
ces se produce el fenómeno de resonancia. Este consiste en el brusco 
crecimiento de por lo menos uno de los coeficientes 


СЯ ba 
Aa > 
al tender a hacia n. 
Si a=n y por lo menos uno de los coeficientes a, ó b, no es igual 
а céro, entonces no existen soluciones periódicas, puesto que a los 
ѕштапӣоѕ resonantes 
a, cos nt-+ b, sen nt 


en el segundo miembro de la ecuación (2.100), como se señala en 
la pág. 131, les corresponden según el principio de superposición 
un sumando no periódico de la forma 


t(A, cos nt + B, sen nt) 
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en la solución general de dicha ecuación, mientras que los sumari 
dos restantes en la solución general de (2.100) son funciones perió: 
dicas. Por lo tanto, si а= п existe solución periódica de la ecua- 
ción (2.100) sólo en el caso en que el segundo miembro no contenga 
a los términos resonantes a, cos лі + b, sen nf, o sea cuando 


а, 


a зл e 
т}! созт о, =з | (зеп пш =0. (2:106) 
` , 


En el último caso, es decir, cuando a=n, a,=b,=0, existe solu: 
ción periódica de la ecuación (2.100); además, para кеп los сое. 
cientes se determinan por las fórmulas (2.103), y los. coeficientes 
А, у B, permanecen arbitrarios, debido a que A,cosnt+B,sen'n?' 
es'solución, para A, у B, arbitrarios, de la ecuación homogénea 
correspondiente. 


Ejemplo 6. Determinar la solución periódica de la ecuación 


x $ sen kt 
SETA 
E 
Se busca la solución en la formo 


«@=Ф@+}, (А, сов kt-+ By, sen А) 
= 


y determinando los coelicientes Ay y Въ por las fórmulas (2.103), se obtiene 


sen kt 
x0=)) y $ 
Ent 
Ejemplo 7, Determinar la solución periódica de la ecuación 
FAx senti. 


Сото las condiciones de existencia de la solución periódica (2.106) no se satis 
facen: 

an 

Y senti sen 2t dt во, 

з 
pero 


эл 
{зеп cos 21400, 
g 


entonces no existe solución periódica. 
Ejemplo 8. Determinar la solución periódica de la ecuación 


p= E 
a 
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El segundo miembro по contiene los términos resonantes a, cos tô sen t. Por lo 
tanto, existe solución periódica, y ésta se determina por las fórmulas (2.103): 


о уна cos t-pez sen ta 


donde с, у с, son constantes arbitrarias. 


$ 8. METODO DEL PARAMETRO PEQUEÑO Y SU APLICACION 
EN LA TEORIA DE LAS OSCILACIONES CUASILINEALES 


En el parágrafo antierior fue señalado un método pe hallar solu- 
ciones periódicas de las ecuaciones lineales de la forma 


х+ах= 10). 
En muchos problemas prácticos hay que hallar la solución periódica 


de una ecuación análoga, pero que tiene en el segundo miembro 
un término pequeño no lineal: 

а= f (1) + pF (lx Хур) (2.107) 
donde p es un parámetro pequeño. 


Si se suprime el término pF(£, x, x,u), es decir, si se consi 

dera p=0 en (2.107), entonces se obtiene la ecuación lineal 
хах = (0), 
que se denomina generadora de la ecuación (2. 107). 

Uno de los mélodos más efectivos para hallar soluciones perió- 
dicas de la ecuzción (2.107) de oscilaciones no lineales con término 
pequeño no lineal, es el método de desarrollo de la solución en 
serie de potencias del parámetro pequeño p, desarrollado рог 
A. Poincaré y por A. M, Liapunov, ampliamente utilizado en la 
actualidad en la resolución de los más variados problemas. 

En base al teorema sobre la dependencia analítica de la solución 
respecto al parámetro (véase la pág. 58), fácilmente generalizable a las 
ecuaciones de segundo y otros órdenes, se puede afirmar que las 
soluciones x(f, p) de la ecuación (2.107) serán funciones analíticas 
del parámetro p para los valores de н de módulo suficientemente 
pequeño, si la función / (£) es continua, y la función F (t, x, х, н). 
continua en £, depende analiticamente de los demás argumentos: 
de x y de x en la regíon en la que en lo sucesivo variarán dichas 
variables, y de p para valores de p suficientemente pequeños en 
valor absoluto. 

Considerando que estas condiciones se cumplen, buscamos la 
solución periódica x(f, н) en forma de serie: 

NS O 
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Derivemos esta serie término a término dos veces 
Yol) Heka (H Ba (0 
20) в, (0+... рех, (94... 
y sustituyámosla en la ecuación (2.107), en la cual la función 
F (t,x, x, ш) ha sido previamente desarrollada en serie de роїепсіёв 


de х—х, х,у lo 
натх А 00) 09) 


+ (a + ++ 


Comparando los coeficientes de iguales potencias de н en ambos 
miembros de la ecuación (2,108), se obtiene 

do Ha =} (t), 

хута =F(l, xa Xo 0), 
> (2.109) 


La primera de estas ecuaciones lineales coincide con la ecua- 
ción generadora. Integrándola y sustituyendo la solución hallada 
Xy(f) en la segunda ecuación, obtenemos para la determinación 
de x,(t) nuevamente una ecuación lineal, y asi sucesivamente. 

Para la determinación de x, (1) también se obtiene una ecuación 
lineal, puesto que en el segundo miembro de esta ecuación x, y x 
figurarán sólo con índices menores que n, ya que, debido a que 
está multiplicada por р, los términos en el segundo miembro que 
contienen х, у X,, y соп mayor razón х, у х, con índices mayo- 
ө, estarán multiplicados por y elevado a una potencia no menor 

le n-i. 

En este parágrafo se considera sólo el problema de la búsqueda 
de soluciones periódicas; por ello. según la observación de las págs. 
146—147, al segundo miembro de la ecuación 


O) 


es natural imponerle otra limitación: exigir que sea función регіб- 
dica con respecto al argumento /, contenido explícitamente. Sin 
limitaciones sustanciales de la generalidad, se puede considerar 


152 Capitulo 11. Ecuactones diferenciales de orden mayor que 1 


que el menor período del segundo miembro es igual a 2: 
gundo miembro depende explícitamente de 1. Entonces, si F(£) по 
es igual a una constante, las soluciones periódicas de la ecuación 
(2.107), si existen, pueden tener sólo periodos iguales а 2л 0 múl. 
tiplos de éste (véanse las págs. 146—147), рага p suficientemente 
pequeños. 
рата Hallar la solución periódica de la ecuación (2.108) en la 
jorma 

a(i, һу= х0 вх (94... вех, (О). (2.110) 


es necesario determinar las soluciones periódicas х, (1) de las ecua- 
ciones (2.109). En efecto, si la solución x(£, p) tiene período cons- 
tante 2л (6 2mn, m es un número entero) para cualquier н sufi- 
cientemente pequeño en valor absoluto, entonces 


O 4", (099... E n 
ера (24-2) +... вх, (H 2) (2.111) 


Por consiguiente, los coeficientes de iguales potencias de p еп ambos 
miembros de la identidad (2.111) deben ser iguales, es decir 


xn (= x, (1421), 


lo que precisamente significa la periodicidad de las funciones 
x„(t)(n=0, 1, 2, ...). La coincidencia de los coeficientes de iguales 
potencias de p en ambos miembros de la identidad (2.111) se puede 
obtener, por ejemplo, derivando dicha identidad п veces con res- 
pecto a y, después de lo cual, haciendo p=0, obtenemos 


Xy (21 +1) = Xn (1) (n=0, 1, 2, ...). 


De este modo, se deben hallar las soluciones periódicas de las 
ecuaciones (2.109). Aqui es conveniente analizar por separado los 
siguientes casos. 

1. Caso de no resonancia: a no es igual a un en- 
tero. Ši a no es entero, entonces la primera de las ecuaciones 
(2.109) tiene una solución periódica única хо= Ф(/), la que se 
halla рог el método del parágrafo anterior (véase la pág. 147). 
Luego, por el mismo método, se hallan х, (1), х, (0), etc. 

Si por este método hallásemos el término general de la serie 
(2.110), estableciésemos la convergencia de ésta y la licitud de su 
derivación término a término dos veces, entonces la suma de la 
serie (2.110) sería la solución periódica buscada de período 2л. Sin 
embargo, por lo general, la bisqueda del término general de la 
serie (2.110) es un problema sumamente complejo, por lo que no 
hay más remedio que limitarse al cálculo de sus primeros térmi- 
nos. Esto sería suficiente рага hallar aproximadamente la solución 
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periódica, si tuviéramos la seguridad de que la serie converge y de 
que su suma es la solución periódica. 

En relación con esta tienen gran significado los teoremas de 
A. Poincaré de existencia de soluciones periódicas, los cuales per- 
miten, en particular, hallar las condiciones que aseguran la ехїз- 
tencia de una solución periódica única de la ecuación (2.107), que 
Hende aga solución periódica de la ecuación generadora, сџал= 

lo p — 0. 

i las condiciones del teorema de A. Poincaré se cumplen de 

por lo tanto, existe una solución periódica única de la ecuación 
(2.107), que tiende, cuando р — 0, a la solución periódica de la 
ecuación generadora, entonces la suma de la serie única con coefi- 
cientes periódicos (2. 110) que satisface formalmente a la ecuación 
(2.107), debe existir y coincidir con la solución periódica buscada. 
Aquí no es necesario buscar el término general de la serie (2.110) 
ага Шуни la convergencia de la serie Д se puede afirmar, 
luego de hallar algunos primeros términos de ésta, que рага peque- 
ños p su suma es aproximadamente igual a la solución periódica 
buscada. 

Los teoremas de А. Poincaré, basados en nociones de la teoría 
de funciones analíticas, son muy complejos; por ello, expondremos 
al final de este parágrafo sólo el más simple de estos teoremas, 
el cual, sin embargo, ya permite afirmar que, en el caso considerado 
de no resonancia, la ecuación (2.107) tiene siempre solución perió- 
dica única si н es suficientemente pequeño. 


Ejemplo 1. Determinar aproximadamente la solución periódica de la 
ecuación 


2 лезет Hp, 


donde y es un parámetro pequeño (determinar dos términos de la serie (2.10). 
Buscamos la solución en la forma 


x(t, ухо (9 а (H + <P (0+... 
Hallamos la solución periódica de la ecuación generadora: 
4-0, =sent, xo (0) =sen t. 
La solución periódica de la ecuación 
даа, o bien #2 = P 


tiene la forma 


1 созд! 
+. 


Por consiguiente, la solución periódica es 
ха) sen 4--{-(14-сов 20 
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2. Caso de resonancia, Fl método del parámetro pequeño 
puede ser aplicado también en el caso de resonancia, es decir, 
en el caso cuando en la ecuación (2.107) а es igual al entero n 
o tiende a éste cuando p — 0. 

Si en la ecuación (2.107) a se diferencia poco del entero n, 
más exactamente, si la diferencia a*—n? tiene orden de infinitud 
no menor que p: 

ап pa. eng 


donde a, está acotada cuando н — 0, entonces la ecuación 
ia pF (Lx, х, 4) 
se puede escribir en la forma 
Punt (04 (a) х ВР (0, х, х, p) 
de donde, debido а (2.112), 
Em fA MELO х, х, н), 


donde la función F, satisface las mismas condiciones que satis. 
face, por hipótesis, la función F. 

Por lo tanto, en lo sucesivo en el caso de resonancia se puede 
considerar que а es entero: 


Elm ОВЕ (Lx, н). 
Aplicando el método del parámetro pequeño, se busca la solu- 
ción periódica en forma de la serie 
lO O O + 


Para determinar la función х, (1) se obtienen nuevamente las ecua- 
ciones (2.109), en las que а? = n*. Pero, en este caso, la ecuación 
generadora 


O) (2.113) 


tiene solución periódica sólo en el caso en que el segundo miembro 
no contenga a los términos resonantes, o sea, cuando se cumplan 
las condiciones (véase la pág. 149) 


(2.106) 
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Si estas condiciones se cumplen, entonces todas las soluciones 
de la ecuación (2.113) serán periódicas, con período 2л (véase la 
pág. 149): 


Xy (1) = Cro COS At + с, Sen л! o (0). 
La función х, (/) se determina de la ecuación 
Xit nx F (i, хь Xo 0). (2.114) 


Esla ecuación tiene también soluciones periódicas sólo en el caso 
en que el segundo miembro no contenga a los términos resonantes, 
es decir, cuando se cumplan las condiciones 


а 
È Fli, xo х, O)cosntdt=0, 
ps (2.115) 
{ FL, х. dos 0) sennidt =0. 


) 


Las ecuaciones (2.115) contienen Cw y Сы, las cuales, en general, 
se determinan precisamente de este sistema. 

Supongamos que С, y Cu satisfacen al sistema (2.115); enton- 
ces todas las soluciones de la ecuación (2.114) tienen período 2л: 


ху (0) = с, соз nt +y зеп nt + ф (0). (2.116) 


Además, су Y си se determinan nuevamente а partir de las dos 
condiciones de ausencia de los términos resonantes en la ecuación 


siguiente de (2.109): 
дЕ а (9F 
pet (ж) 


sins, (£) = 


y así sucesivamente. 
Por lo tanto, no a cada solución periódica 


Xa— сы COS nt $- Cay Sen nl Go (1) 


de la ecuación generadora le corresponden soluciones periódicas de 
la ecuación (2.107) para pequeños valores de p, sino sólo a algu- 
nas, cuyos valores de с Y С, satisfacen las ecuaciones (2.115). 
Está claro que también en el caso de resonancia para estar зери- 
ros, sin hallar el término general de la serie (2.110), de que por 
el método señalado se hallará la solución periódica, hay que de- 
mostrar previamente el teorema de existencia de tas soluciones 
periódicas. Esta observación se refiere también a los casos que serán 
expuestos en los puntos 3 y 4. 
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3. Resonancia de n-ésimo orden. A veces, en los sis- 
temas descritos por la ecuación 

ï+ax=f(t)+pF (t, x, х, p), (2.107) 

que satisface las condiciones arriba señaladas, se observan oscila- 

ciones intensivas, cuando la frecuencia propia se diferencia poco 

de È, donde n es un entero. Este fenómeno se llama resonancia 


de n-ésimo orden. 
Desde el punto de vista matemático esto significa que cuando 


a se diferencia poco de 1., donde п es un entero mayor que la 


unidad, la ecuación (2.107) puede tener soluciones iódicas де 
ко 2лл, que no son a la vez soluciones periódicas de período 2л. 
a 


tt ах=1@+ИиР({, х, 5, p) (2.117) 


(si a se diferencia poco de È, más exactamente, si а, = ра, 
donde a, es acotada cuando p — 0, entonces, pasando el término 
(8-2 х al segundo miembro е incluyéndolo en pF (f, х, Хх, p), 


obtenemos una ecuación de la forma (2.117). 
La solución periódica de la ecuación (2.117) de período 2an 
se busca en forma de la serie 


xt, в) = (Ox O + вех, (Oh... (2.110) 


Sustituyendo (2.110) en 1а ecuación (2.117) y comparando los coefi- 
cientes de iguales potencias de p, obtenemos las ecuaciones (2.109), 
en las cuales a=. Para determinar xọ (f), se obtiene la ecuación 


generadora 


| 
т 


+=, (2.118) 


que tiene solución periódica de período 27n sólo cuando el segundo 
miembro no contiene а los términos resonantes, o sea, cuando 


зи за 
f FOcostdt=0 y f 1®ата=о. 
ë 


Si estas condiciones se cumplen, entonces todas las soluciones de 
1а`еспасібп (2.118) tienen periódo 2an: 


# t 
Za = 06005 É Hi sen Epo (i), 
donde cio Y cr son constantes arbitrarias. 
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La ecuación que determina a xy, 
thn F(i, э de p), 2.119) 


tendrá soluciones periódicas de período 2an sólo cuando el segundo 
miembro no contenga a los términos resonantes, es decir, cuando 
se cumplan las condiciones 

эл 

y F(t, хь das в) cos hdl=0, 

š 


amn (2.120) 
$ F(t, xo žo н) еп 40, 


de las cuales, en general, se determinan Cp Y Cs 
Si las condiciones (2.120) se satisfacen, todas las soluciones de 
la ecuación (2.119) 


“n= сисозт+ causent е (0 
tienen período 2л. Para la determinación de las constantes arbit- 
гагіаѕ Cn у Cay utilizamos las dos condiciones de la ausencia de 
los términos resonantes en la ecuación siguiente de (2.109): 


de 
+ 


y así sucesivamente. 

4. Caso autónomo. Supongamos que el segundo miembro 
de la ecuación (2.107) no depende explicitamente de £, y la ecua- 
ción tiene la forma 


i4atr=pF (x, x, p), (2.121) 


donde la función F satistace las condiciones establecidas anterior- 
mente. A primera vista puede parecer que el análisis de la ecua- 
ción (2.121) debe ser más sencillo que el de la (2.107), en la cual 
el segundo miembro depende del argumento t; sin embargo, en 
realidad la ausencia del argumento 2 en el segundo miembro de la 
ecuación hace el problema más complejo. 

Si el segundo miembro depende explícitamente de t, entonces, 
como fue ya señalado anteriormente, son conocidos los posibles 
егїодов de las soluciones, puesto que éstos pueden ser sólo igua- 
les al período del segundo miembro, o múltiplos de éste, a lo 
largo de las soluciones, respecto al argumento £ contenido explici- 
amente. 
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Si, en cambio, el segundo miembro no contiene a £, se lo puede 
considerar como función periódica de periodo arbitrario y, por lo 
tanto, no se excluye la posibilidad de la existencia de una solu- 
ción de cualquier periodo, siendo éste, en general, función del 
parámetro y. Debido а que el periodo de x(/, р), en general, es 
unción de p, no sería conveniente buscar la solución en forma de 
la serie 


xl, W= lN ра (0. lb (2.110) 


puesto que cada función х, (() por separado no está obligada a ser 
función periódica. Por consiguiente, las funciones х„() no podrían 
ser halladas por los métodos anteriores. Por eso hay que trans- 
formar la ecuación (2.121) a una nueva variable independiente, de 
manera que con respecto a dicha variable la ecuación tenga periodo 
constante, y luego buscar la solución en forma de la serie (2.110). 

Previamente, para simplificar, transformemos la ecuación (2.121), 
por la sustitución de la variable independiente #, -=а/, a la forma 


OS (2.122) 


Cada solución de la ecuación generadora x,((,)=c,cos (f, — o) 
tendrá período 2x, y las soluciones periódicas de la ecuación (2.122) 
para p0, si éstas existen, tendrán período 2л --а (и); además, 
se puede demostrar que «(u) es función analítica de p cuando p 
es suficientemente pequeño. 

Desarrollemos @(д) en serie de potencias de p; entonces 


2л alp) = 2л (l AUR PA...) (2.123) 


donde h, son ciertas magnitudes constantes por ahora desconocid: 

Transformemos las variables de manera que la solución perió- 
dica x(t, p) de la ecuación (2.122) no tenga período 27-a (p), 
sino período constante 2x. Esto se logra por la sustitución de la 
variables 


Lal lp... +һ„н"-+-...) (2.124) 

уа que, debido a la dependencia (2.123), al variar t, desde O hasta 
л + a (u), la nueva variable £, varía desde O hasta 2л. Con esto 
(2.122) se leva a la forma: 
Хар. 
=p. 

x, (++... (2.125) 

La solución periódica de esta ecuación se busca en la forma 
So р) = хо (ta) (d+ (А). (2,126) 


$ 8. Mélodo del parámetro pequeño 159 


donde x,(£,) son funciones periódicas del argumento /, de período 
Эл. Sustituyendo (2.126) en la ecuación (2.125) y comparando lös 
coeficientes de potencias iguales de u en ambos miembros de la 
igualdad, se obliene 
Xa+ Xp=0, de donde x,=ccos(f,— t), 
xx, = —2йух,-+ Р, (хо, Xo. 0), 


d+ х= 20008 (fe — lo) + 
+F (ссо5 (t — to), —csen(1¿— to), 0) (2.127) 


Рага que la ecuación (2.127) tenga soluciones. periódicas, €s пе- 
cesario y suficiente que su ndo miembro no contenga a los 
lérminos resonantes (véase (2.106), es decir, que 

25 


{ Р, (ecos (0—14), —сзеп (fs— to), Osen (f, — ta) di = 
; 


Ы 2. 
253 Б, (ecos (0,1), свет (1,1), 0)х | (2:129 
3 


xcos ((,—1:)d(¿=0. 


La primera ecuación da la posibilidad de hallar el valor de c, y 
la segunda, el de №,. Después de esto, se hallan las soluciones de 
la ecuación generadora х-=ссов(,—1), en cuyo entorno рага 
pequeños p hay soluciones periódicas de la ecuación (2.122) y se 
determina aproximadamente el período de la solución buscada 
2a—a(p) 27 (14-hp). 


Conociendo с y h,, se puede determinar х, (f,) y, si es necesario, 
calcular por el mismo método х, (03), Xs (f4). etc. 


Ejemplo 2 ч Р 
їх ЕЛ 


2a 
{ 609—2 cost (2—15) sen? 1—1) di —0, 


о bien (9-4) =0, de donde 0, e y= t G 
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Рага с, =0 se obtiene la solución trivial x=0 de la ecuación generadora, 
la cual sigue siendo solución de (2.129) para cualquier р. 
Cuando с, у= + 6, obtenemos x= + б соз (3—4). 


Demostremos uno de los teoremas más simples de A. Poincaré 
de existencia y unicidad de la solución periódica que tiende hacia 
la solución periódica de la ecuación generadora cuando р —0, 
aplicado a la ecuación de la forma 


i= Н, x, 5, p), (2.130) 
donde la función f satisface las condiciones del teorema sobre la 
dependencia analítica de la solución respecto al parámetro p para 
valores de p suficientemente pequeños. Aparte de ello, considera- 
remos que la función f depende explícitamente de f, у que tiene 
período 2л respecto a f. Supongamos también que la ecuación ge- 
neradora x=f(t, x, х, 0) tiene solución periódica única x= (1) 
de período 2л. 

Designemos por x(t, и, By Pı) la solución de la ecuación 
(2.130) que satisface las condiciones iniciales 


(0) = Pollo) Bor lo) = Pollo) + В. 

Por consiguiente, В, y B, son las desviaciones de las condiciones 
iniciales de la solución x (f, р, Bo, В.) y de su derivada x (t, н. Bo, бу) 
respecto a las condiciones iniciales Ф, (to) y @o(fo) de la solución 
periódica de la ecuación generadora. 

El problema consiste en indicar las condiciones bajo las cuales, 
para cada valor de р de módulo suficientemente pequeño, exista 
una solución periódica única x (f, р, Bo, Bı) de la ecuación (2.130) 


que tienda a la solución periódica ¢@ọ(/) de la ecuación genera- 
dora, cuando p — 0. 


Si la solución x(f, u, Во, Bı) es periódica de período 2л, en- 
tonces es evidente que deben satisfacerse las condiciones siguient 
x(2m, р, Po, P)—=x(0, р. Po, В) =0, ) 
х (я, р, Po, В) —х(0, н, Bo, В) =0. 


Designando los primeros miembros бе estas ecuaciones por Ф, (1, Bo, Py) 
y O, (1, Bo, В,) respectivamente, escribamos el sistema en Va forma 


Do (р, Bo, В) =0 } 
Ф, (р, Bo, В.) =0. 


Las condiciones (2.132), Mamadas condiciones de periodicidad, son 
no sólo necesarias, sino también suficientes para la periodicidad 
de la solución x(£, р, Bo, Ву) de la ecuación (2.130). 


(2.131) 


(2.132) 
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En efecto, debido a la periodicidad del segundo miembro de la 
ecuación (2.130) respecto а 1, este segundo miembro toma en 
las bandas 0<t<2a, 21<t<4a, ..., valores iguales en los 
puntos (£, x, x), (14-2л, х, x), ... Por lo tanto, si en los puntos 
t=0 y t=2x se dan condiciones iniciales xy у хо iguales, éstas 
determinan curvas integrales completamente iguales en las bandas 
0<1<2л y 2л<і< 4л (fig. 2.2), más exactamente, curvas que 
son continuación periódica una de la otra. 


г 


En virtud del teorema de las funciones implicitas, se puede 
afirmar que si el jacobiano 


D (Oo Фр) 
Do В) 


en el punto p=0, В, 0, para cada valor de p de módulo 
suficientemente pequeño existe un par único de funciones B, (р) y 
В, (u) que satisfacen las condiciones de periodicidad (2.132) y que 
tienden a cero cuando p –+ 0; o sea, en las condiciones señaladas, 
para cada p suficientemente pequeño, existe una solución periódica 
única de la ecuación (2.130) que tiende hacia la solución periódica 
de la ecuación generadora cuando р —0*). Esta afirmación es 
precisamente el contenido del teorema de A. Poincaré. 


+0 


Ejemplo 3. Demostrar que en el caso de no resonancia, para la ecuación 
Ho OH UE (E, x х, н), (2.107) 


donde f y F satisfacen las condiciones arriba expuestas (véase la Pág, 150), se 
cumplen las exigencias del teorema de existencia y unicidad de la solución pe- 
riódica. 

La solución х (f, н, Во, By). la cual es función analítica de los tres últimos 
argumentos para valores suficientemente pequeños de los mismos, se busca en 


*) Para más detalles sobre los teoremas de la existencia de las soluciones 
periódicas, consúltese el libro de 1. б. Malkin. 


6 masas 
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la forma 
х@, в, Bos By) = 0 (0 an (0) foti (0) Ва 2-а (9 +. (2.133) 


Suslituyendo (2.133) en la ecuación (2.107) y comparando los coeficientes de 
iguales potencias de н, Bn у Р, se obtienen para la determinación de ху y 
хуз las siguientes ecuaciones: 


Intar 
Yetar 


0, (=l, iu 0=0. | 


а (2.134) 
0, x2(0)=0, 501, ) 


(los valores iniciales se ubtienen de las condiciones 
X llos le Bos Ву = хо) фо 


ille Ml Во, Вох, Uo) +P) 
de donde 


xn=cosal, Xy 
Las condiciones de periodicidad (2.132) tienen la forma 
(cos 2an— I) pot sen2aab A dl 
—a sen далфь (cos Зал а... =0 
donde los términos no escritos no influyen en la magnitud del determinante 


Dí, Фу) 


Diep ando n= е0. 


El determinante 


HER mes 


es diferente de cero, puesto que a no es igual a un número entero, 


$ 9. NOCIONES SOBRE PROBLEMAS DE CONTORNO 


Como ya se indicó en la introducción, conjuntamente con el 
roblema inicial fundamental, a menudo hay que resolver también 
los: llamados problemas de contorno, о de frontera. En estos prob- 
lemas, el valor de la función buscada se da no en uno, sino en 
dos puntos, los cuales delimitan un segmento, en el que se exige 
hallar la solución. Por ejemplo, en el окон del movimiento 
de ий punto material de masa т, bajo la acción de una fuerza 
dada F(t, r, F), frecuentemente se pide hallar la ley de movi- 
miento, si еп el momento inicial £= tọ, el punto se encontraba en 
la posición caracterizada por el radio-vector fp, y en el momento 
¿=1, debe hallarse en el punlo г==гү. 
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El problema se reduce a la integración de la ecuación diferen- 
cial del movimiento 


con las condiciones de frontera r (4) = го; г (0) =г,. 

Obsérvese que este problema, en general. no. posee una solu- 
ción única; si se trata de un problema balístico y de puntos en 
la superficie de la Tierra, entonces el cuerpo puede caer en un 
mismo punto siguiendo una tra- 
yectoria rasa y siguiendo una 
empinada (fig. 2.3); es más, 
ara grandes velocidades inicia- 
es рек caer еп el mismo pun- 
to después de una o de varias 
vueltas alrededor del globo te- 1 
rráqueo. 

Un problema de contorno Fig. 2.3 
similar se puede establecer tam- 
bién para un rayo de luz que pasa a través de un medio refrac- 
tante: hallar la dirección por la cual el rayo de luz debe partir 
del punto А para caer en otro punto dado В. 

Aqui es evidente que este problema no siempre tiene solución, 
y si la tiene, pueden haber varias, y hasta formar un conjunto 
infinito (por ejemplo, si los rayos que salen de A tienen foco en B). 

Si se logra hallar la solución general de la ecuación diferencial 
del problema de frontera, entonces para la resolución de este pro- 
blema hay que determinar las constantes arbitrarias que se encuen- 
tran en dicha solución, partiendo de las condiciones de frontera. 
En este caso, claro está, no siempre existe solución real, y si 
existe, no es necesariamente única. 

ejemplo de las posibilidades que aquí surgen, considere- 

mos el siguiente problema de contorno: 

hallar la solución de la ecuación 


+y=0, (2.135) 


que satisface las condiciones: y(0)=0, y (xy) = 1. 
La solución general de la ecuación (2.135) tiene Ja forma 


y= су cos x+ essen x. 


Y 


La primera condición de frontera se satisface рага с, ==0, con lo 
cual y= c, sen х. 7 
Si x = пл, donde n es entero, entonces de la segunda condi- 


ción de frontera se halla y, = с; ѕепх,, с,= z- . Por consiguiente, 
a 


“ 
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en este caso existe una solución única del problema de contorno: 


=h enx. 
CET 


Si, en cambio, җ=пл e entonces todas las curvas del 
haz y= сузеп x son gráficas de las soluciones del problema de con- 
jorno. 

Cuando х, nn, y, 340, no existen soluciones del problema de 
contorno, puesto que ni una sola curva del haz y=c,senx pasa 
por el punto (ху, из), donde 


ху=ля, y 40. 
Veamos con más detalle los problemas de contorno para las 
ecuaciones lineales de segundo orden 
Pry + р, (х) = Ф (0), (2.136) 
Y (xo) =Y 0х). (2.137) 
Mediante la sustitución lineal de las variables 


2 y TR e—a) 


las condiciones de frontera (2.137) se reducen a las condiciones 
ши 2 (х) = 2(х1) =0, y además la linealidad de (2.136) no se al- 
era. 

Multiplicando рог е1”: "9, ja ecuación lineal (2.136) se re- 
duce a la forma 


(Р (Фу =i, (2.138) 


donde padhane, Por ello, sin limitar sustancialmente la 
generalidad, se puede sustituir el estudio del problema de frontera 
(2.136), (2.137) por el estudio del problema de frontera para la 
ecuación (2.138), con las condiciones iniciales 


кб) = у(х) =0. (2.139) 


Consideremos previamente el problema de frontera (2138), 
(2.139), cuando F(x) es función con impulso igual a la unidad, 
localizada еп el punto x=s. Más exactamente, consideremos la 
ecuación 


owna з) 2.140) 


con condiciones de frontera y(x)=y(*,)=0, donde la función 
f(x, 5) es igual a cero en todo el segmento [xp, ху], con excep- 
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ción del e-segmento del punto х 
sse 


{ fate, з)ах=1. 


5, S—8<x<S+8, y además 


Denotemos рог О, (х, s) la solución continua de este problema 
de frontera y pasemos al límite cuando e —»Ó0: 


lim б, (х, s)=G(x, з). (2.141) 
>» 


No sería difícil demostrar la existencia de este límite, el «cual 
no depende de la elección de la función f,(x, 5); sin embargo по 
hay necesidad de ello, ya que por ahora nuestros razonamientos 
son de carácter general, y en la pág. 166 se dará una definición 
exacta de la función G(x, s). 

La función G(x, s) se llama función de influencia o función 
de Green del problema de frontera considerado. Al igual que en 
las págs 126—127 la solución del problema de contorno (2.138), 
(2.139) de segundo miembro continuo en (2.138) se puede considerar 
como superposición de las soluciones de los problemas de contorno 
que corresponden a funciones localizadas en un punto, con impul- 
sos /(5) 45, donde s; son los puntos de división del segmento 
[хо ху] еп m partes iguales, А5 = 1%, Más exactamente, la so- 


lución aproximada del problema de contorno (2.138), (2.139) es 
igual a la suma integral 


É G(x, 5) (5) As, 


y el límite de esta suma cuando т —-+ оо: 


уб) = бо, 5) (9) 45 (2.142) 


es solución del problema de contorno considerado (2.138), (2.139). 

El sentido físico de la función de influencia G(x, s) y de la 
solución (2.142) se aclara aún más, si en la ecuación (2.140) se 
considera y(x) como el desplazamiento de cierto sistema bajo la 
influencia de la fuerza f(x), distribuida continuamente en el seg- 
mento [х,, x,) (por ejemplo, la desviación de un hilo de la posición 
de equilibrio bajo la acción de una carga distribuida con densidad 
F(x)). En este caso G(x, s) describe el desplazamiento originado 
por la fuerza unitaria localizada, aplicada en el punto x=s; la 
solución (2.142) se considera como el límite de la suma de las 
soluciones correspondientes a las fuerzas localizadas. 
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La función de Green posee las siguientes propiedades, que sur- 
gen de su definición (2.141): 
1. G(x, з) es continua en х para $ fija cuando ххх, 


AIR 
3. Gx, з) es solución de la ecuación homogénea correspondiente 
4 A 
ЇР! )+4(х)#:-0 


en todo el segmento [х,, X], a excepción del punto х= (уа que 
fuera de este punto, en el caso en que la función está localizada 
en el punto x==s, el segundo miembro es nulo). 

3. G(x, s) satisface las condiciones de frontera: 


С(хь 5)=6(X, 3) =0. 
4. En el punto x=-s la derivada 0; (х, з) debe lener disconti- 
nuidad de primera especie con salto 55: En efecto, es de espe- 


rar discontinuidad sólo en el punto de localización de la función, en 
el punto х=. Multiplicando la identidad 


EON ODHE) Gola, з) а/е (х, э) 


por dx e integrando desde s—e hasta 5 4-е, se obtiene 
for кав 
п(хубу(х, )| > { 4090, (х, з)4х=1 
. de 


y pasando al límite cuando e— 0, tendremos 


[6'(s+0, s)—G'(s—0, M5 
Todos nuestros razonamientos sobre la función de Green han sido 
de carácter general. Démosle ahora la exactitud necesaria. 
Definición. Se llama función de Green G(x, s) del problema 
dé frontera (2.138), (2.139) a la función que satisface las condicio- 
йез 1), 2), 3) y 4). 
Por sustitución directa en la ecuación (2.138), se comprueba que 


к= | ee s) Hojas (2.149) 


es solución de esta ecuación (las condiciones de frontera (2.139) se 
satisfacen evidentemente, debido a la propiedad 3). 
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En efecto, 


к=} бух, а= | буо, Sids | бух, 5) (8) ds; 


Y (9 |а, 30096016, 01104 


Р 


ба Наод, +O 0) 


= (ак, DAS 10:00, 06480, DF): 


Sustituyendo (2.142) en la ecuación (2.138), se obtiene 
lp б) о, (х, 5)=p" (9) О; (х, з) +9 (96 (x, s)dx+ 


-Hp (x) (С. (0, х) 0,0—0, ху] Р(х) == (0), 


debido a las condiciones 2) y 4). 

Estudiemos un método de construcción de la función de Green, 
del cual obtendremos a la vez una condición suficiente para su 
existencia. 

Tomemos la solución y, (х) de la ecuación 


Eo (0494+9(0)y=0, (2.143) 
determinada por las condiciones iniciales 
y) =0, (х) = 740. 


Esta solución, en gal no satisface la segunda condición de 
frontera y (x,) 50. El caso y (хо) = у(х) = 0 es excepcional, y aqui 
no será estudiado. 

Es evidente que las soluciones cy, (х), donde с, es una constante 
arbitraria, satisfacen también la condición de frontera y(x))=0. 
Análogamente se halla la solución no trivial у, (х) de la ecuación 
(2.143), que satisface la segunda condición de frontera y,(x)=0; 
a esta misma condición la satisfacen todas las soluciones de la 
familia суу, (х), donde c, es una constante arbitraria. 

Buscamos la función de Green en la forma 


91910 1 аса, 
VE | адь (х), si «хк, 


у las constantes с, y c, las escogemos de manera que se cumplan 


G(x. 
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las condiciones 1) y 4), o sea, que la función G (x, s) sea continua 
еп x рата з fija y, en particular, continua en el punto x=s: 


Суй, (5) = Ca (5), (2.144) 
y que бу(х, s) tenga en el punto х= el salto o: 
cla ®) = уу - (2.145) 


Сото se considera y, (х;) 30, las soluciones y, (х) e y(x) son 
linealmente independientes, ya que todas las soluciones linealmente 
dependientes de y, (х) tienen la forma cy, (х) y, por consiguiente, 
cuando с, 0 no son iguales a cero en el punto x, en el cual se 
hace cero la solución y,(x). Por lo tanto, el determinante del 
sistema (2.144) y (2.145), que es el wronskiano W (y, (x), ya (x)) = W (х) 
en el punto x=s, es diferente de cero, y las constantes с, y с, que 
satisfacen el sistema (2.144) y (2.145) зе determinan fácilmente: 


= 40 = 6) 


Too: “YO 


(5) 91 60 
Pozo cuando xS x <s, 
00, a-| Oro И (2.146) 


уњ) 
эре cuando 6 <x< Xy: 


Ejemplo. Hallar la función de Green del problema de frontera 


de donde 


roteto, s0=0 y(7)=0 


Las soluciones de la ecuación homogénea correspondiente, que satisfacen las con- 
diciones y(0)=0 е 76 =0, tienen respectivamente la forma у, =c; sen x e 
фас, cos х; por lo tanto, ёп virtud de (2.146), 


—cos sen x cuando 0&1 €s, 
б(.з)= 


пс савх cuando s< х< у. 


Observación. Hemos supuesto (pág. 167) que no existen 
soluciones no triviales y(x) de la ecuación homogénea (2.143) que 
satisfagan las condiciones de frontera nulas: у(х) = у(х,)=0. Esta 
condición garantiza no sólo la existencia ў unicidad del problema 
de frontera (2.138), (2.139), sino]Jtambién Ía unicidad de la función 
de Green. 

En efecto, si admitimos la existencia de dos funciones de Green 
diferentes С, (х, 5) y Ga(x, з) para el problema de frontera (2.138), 
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(2.139), entonces obtenemos dos soluciones diferentes de este problema: 


А 
n= Gl 9) 
£ 


по) \ бу(х, з) (в)5. 
la diferencia de las cuales | 


» 


б, 5) —G,(x. з)]/ (84% 


será, contrariamente a lo supuesto, una solución no trivial de la 
ecuación ы аш correspondiente que satisface a las condiciones 
de frontera nulas. 


EJERCICIOS DEL CAPÍTULO 2 


l. y! —Gy' + 10g = 100, do dr (4х 
«=, неу уе. 9аа Ame, 
2. Ñ+ remsen t—cos 2. 9. (+y +10. 
а "SA. de 
yy gi 10. э gr +! =o 
vr И. y” —16y=xtes, 
2. (yy tl. 
5. зл —4лу' +0y=2, e ESA 
жек na 
2 4 ах 
1H WO. м. tm. 


15. y'+4xy==0; integrar mediante series de potencias. 
16. ху” + +(9' 5) y=0; integrar reduciendo а una ecuación de 


т. у+ш у =1, y0) 
А so 
19. и +0=1——— 
2 du 
ego 


21. Hallar la velocidad con la cual cierto cuerpo cae sobre la superficie de 

si se considera que cae desde una altura infinita y que el movimiento 
sólo bajo la acción de la gravedad terrestre, Considerar el radjo de 
ia Miera igual э 6800 lam, 


ar: 
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22. Hallar la ley del movimiento de un cuerpo que cae sin velocidad ini- 
cial, supouiendo que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, y que el límite de ésta cuando £ > о es 75 miseg. 

23. Una cadena de 6 nu de largo se desliza de una mesa, Al comenzar el 
movimiento pendia de la mesa Im de cadena. ¿En cuánto tiempo caerá toda 
la cadena, de la mesa? (Despreciar el rozamiento). 

24. Una cadena ha sido tendida por encima de un clavo liso. Al comenzar 
el movimiento de un lado penden 8m de cadena, y del otro, 10m. ¿Dentro de 
cuánto tiempo se destizará toda la cadena? (Despreciar el rozamiento.) 

25. Un беп se mueve por una via horizontal. El peso del iren es Р. la 
Tuerza de tracción de la locomotora es F, la fuerza de resistencia en pleno 
movimiento es W =a- donde a y b son constantes, y v es la velocidad del 
iren; з ез el trayecto recorrido. Determinar la ley de movimiento del tren, con- 
siderando que cuando 20. $=0 у v=0. 

26. Un peso de p kg colgado de un resorte hace que éste se alargue en a emi 
después el resorte es alargado en А cm más, y soltado sin velocidad inici 
Hallar la lay de movimiento del resorte, despreciando la resistencia del medio. 

27. Dos pesos iguales son colgados en el extremo de un resorte. Hallar la 
ley de movimiento de uno de los pesos si el otro se desprende. El alargamiento 
del resorte bajo la acción de un peso es de а ст 

28. Un punto material de masa m se 
ргорогсіо за! а la distancia. Lu resistenci 
cidad de movimiento; hallar іа ley de dicho movim 

29. Hallar la solución periódica con periodo 2л 


БЕЯ 


donde la función (0 лї 09. para —л < (5, y luego se prosigue perió- 
dicamente, 


a del centro O соп una fuerza 
medio es proporcional а la velo- 
Ta ecuación 


EN ir 33. y hy фуз. 
AS 4. pyme, 
EA 35. y —2y' + 2 =xe* cos 


5%. (121) y"—6y=1. Una solución particular de la ecuación homogénea 
correspondiente tiene forma de polinomio. 
37. Hallar la solución и = (22 (02) de la ecuación 


pa + = =0, 
que depende sólo de x+y, 

38. Hallar la solución и =u (14 324-29) de la ecuación 
гш дш дш 
titi 

que es función de 24 y2 2%. 

39. Un punto material se hunde lentamente en un liquido. Hallar la ley de 
movimiento, considerando que durante una inmersión lenta la resistencin-del 
Tíquido es proporcional а la velocidad de inmersión. 

40, Integrar la ecuación de movimiento mx=f (£, х, х), considerando que 
el segundo miembro es función sólo de хб фе: 

a) mž=f (a): 

b) тї). 
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41. у/!—3у/ ЗУ — y" 
42. AV +27 x= cos t. 
43. (1+3) у(х) +g=2 cos In (1 +a). 

44. Determinar la solución periódica de la ecuación 


РТ ЕТ a 
E] 


45. Determinar la solución periódica de la ecuación 


Ia аах (0, 
donde a, у a son constantes, y 00), una función continua periódica de período 
2n, que puede ser desarrollada en serie de Fonrier, а #0 Y 047 0. 
46, X-+3r-=co3 f +42, p es un parámelro pequeño, Determinar aproxima- 
damente 1а solución periódica. 
Т.И сү Ей =0; integrar la ecuación si yy =x es una solución porlicular- 
48. Hallar la ecuación еа homogénea que posea el siguiente sistema 


fundamental de soluciones: Y=x, рае 


СЕА 55. буу —5(у'''у—0. 

50. (ИИ 1. s. yay n E. 

Sl. Eq 10x4 25x 2 4- lest, х 

SL отау ии m0. 57. f +y = sen 3x cos x. 

53. y I—yor ets, 58, y =28. 001) =-1, y (Ml. 


54, ШУГ ЗУ y mx Бех, YY. 


CAPITULO 3 
Sistemas de ecuaciones diferenciales 


$ 1. CONCEPTOS GENERALES 
La ecuación de movimiento de un punto material de masa m, 
bajo la acción de la fuerza F(t, r, г), es 


тї =F (т, б 


proyectando sobre los ejes de coordenadas, ésta puede ser sustituida 
por un sistema de tres ecuaciones escalares de segundo orden; 


de T 
т =X (i, х,у, 2, Xy è), 


т =Ү(,х, у, 240 
de 


та 20,02, 5, 92 


о рог un sistema de seis ecuaciones de primer orden, si conside- 
ramos como funciones desconocidas no sólo las coordenadas x, y, 2 


del punto en movimiento, sino también las proyecciones x, y, 2 de 
é, 
su velocidad 7: А 
х=и, 
у=, 
2=ш; 
mú=X(t,x, Y, 2,4,0,0), 
mo=Y (f, x, у, 2, 4, 0, ш), 
mw=Z (t, x, y, 2, 4, 0, ш). 
En este caso, por lo general, se dan la posición inicial del punto 


„ид 200) 20 y la velocidad inicial u (fe) = uo 
D(f) 0 W (fo) = wo. 
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Este problema fundamental con valores iniciales ya fue añali- 
zado en el $ 6 del capítulo 1 (pág. 54). Alí fue demostrado el 
teorema de existencia y unicidad de la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales 


dx, 
EN 


(f, Xis Xas о Xu), 


(3.1) 


dep, O A AE 
que satisface las condiciones iniciales 
ТА А ЖЫШ Ж 2, ..., п). (3.2) 
Recordemos que las condiciones suficientes E Ja existencia y 
unicidad de la solución del sistema (3.1) con las condiciones ini- 
ciales (3.2) son: 


1) continuidad de todas las funciones f, en un entorno de las 
condiciones iniciales; 


2 am limiento de la condición de Lipschitz para todas las 
И jones F en todos sus argumentos, a partir del segundo, en dicho 
entorno. 


La condición 2) se puede cambiar por una más grosera: la existen- 
cia de las derivadas parciales 


Ф @1=1,%,...,лу, 


acotadas en valor absoluto. 

La solución х, (0), Xa(f), -.., Xa (f) del sistema de ecuaciones 
diferenciales es una función vectorial n-dimensional, que denota- 
remos abreviadamente рог X (г). Con esta notación, el sistema (3.1) 
se puede escribir en la forma 


dX 
=Р(, X), 


donde F es una función vectorial con coordenadas (/\, fa, . 

y las condiciones iniciales, en la forma X(t)=Xp, donde X, 

ип vector de n dimensiones con coordenadas (х,о, Xap» ..., хы). 
La solución 


m= (f), хх, (0), -os Xa = Xa (0), 


о, más compactamente, X= X (0, del sistema de ecuaciones, deter- 
mina ел el espacio euclidiano de coordenadas f, Xy, хь... Xn 
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cierta curva llamada curva infegral. Cuando se cumplen las condi- 
ciones 1) y 2) del teorema de existencia y unicidad, por cada punto 
de dicho espacio pasa una sola curva integral, y el conjunto de 
éstas forma una familia dependiente de л parámetros. Como pará- 
metros de esta familia se pueden tomar, por ejemplo, los valores 
iniciales Xio Хар, .. 3 

Se puede dar otra interpretación de las soluciones 


у (0), ха (0), ох, (0) 


о, en forma más compacta, X— X (0), que es particularmente có- 
moda si los segundos miembros del sistema (3.1) no dependen expli- 
citamente de f. 

En el espacio euclidiano con coordenadas rectangulares лт, Xa, ..., Xy 
la solución x, =х, (0), X4 = 34 (f). ..., хох, (f) determina la ley de 
movimiento por cierta trayectoria según la variación del parámetro ?, 
el cual en esta interpretación se considerará como tiempo. Así, la 


derivada ЕЧ será la velocidad de movimiento del punto, y ©. 
ES poii Ba las coordenadas de la velocidad de este punto. En 
esta interpretación, muy natural y cómoda en ciertos problemas 
físicos y mecánicos, el sistema 


Tin Li кь Хо ох) md 2, оп), (3.1) 


o bien 
ax 
FU. 


se llama generalmente dinámico; el espacio de coordenadas xy, Xy, 
sses Xa» espacio de fases, y la curva X =X (t), trayectoria de 


foses, 
El sistema dinámico (3.1) determina en un momento dado 1 en 
el espacio хт, Xy .... х, ип campo de velocidades. Si la función 


vectorial F depende explícitamente de £, entonces el campo de ve- 
locidades cambia con el tiempo, y las trayectorias de fases pueden 
intersectarse. Si la función vectorial F o, lo que es lo mismo, to- 
das las funciones /, no dependen explícitamente de t, el campo de 
velocidades es estacionario, es decir, no cambia con el tiempo, y el 
movimiento será permanente. 

En el último caso, si las condiciones del teore.na de existencia 
y unicidad se cumplen, por cada punto del espacio de fases 
(Xp Xas х,) pasará una sola trayectoria. En efecto, en este caso 
por cada trayectoria X= X(1) se realizan infinitos movimientos 
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diferentes X= X (tc), donde с es una constante arbitraria. Es 
fácil comprobar esto realizando la sustitución de variables 1, =f-+0, 
con lo cual el sistema dinámico no cambia su forma: 


ax 
аң E, 


por consiguiente, X = X (t,) será su solución que, expresada en las 
variables anteriores, será X= X (t +c). pu 

Si por un punto X, del espacio de fases, en el caso considerado, 
pasaran dos trayectorias 


X=X,0 y X=X¿(0, X =X = Xo 


entonces, tomando en cada una de ellas el movimiento para el cual 
el punto X, se alcanza en el momento {= f, о sea, considerando 
las soluciones 


X=X 1447) y X=X llo Lo), 


se oblendria una contradicción con el teorema de existencia y uni- 
cidad, puesto que las dos soluciones diferentes X, (£— ty -+HTo) 


y Xa(t—t fo) satisfarían a la 
misma condición inicial X (/,) = Xp. 


Ejemplo. El sistema de ecuaciones 


de, dy М 
+ 3) 
posee, como по es difícil comprobar por 
sustitución directa, la siguiente familia 
de soluciones: 


x ecos (i—i), 
y=— ci sen ((—<3). 


Considerando / como parámetro, obtene- 
mos en el plano de fases x, y una fa) 
lia de circunferencias con centro en el ori 
gen de coordenadas (fig. 3.1). El segundo 

miembro del sistema (3.3) no depende de £ y satisface las condiciones del teorema 
de existencia y unicidad: por esto, las trayectorias no se cortan. Fijando сү, ob: 
tenemos una trayectoria determinada: además, a diferentes с; les corresponden 
movimientos diferentes por dicha trayectoria. La ecuación de la trayectoria 
1% — dá по depende de ca, por lo que todos los movimientos para un сү fijo 
se realizan por una misma trayectoria. Cuando су — 0, la fravectoria de fases зе 
hia de un punto, Hamado en este caso punto de reposo del sisle- 
ша (3.3). 
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$ 2. INTEGRACION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR REDUCCION A UNA SOLA ECUACION DE MAYOR ORDEN 


Uno de los métodos fundamentales de integración de sistemas 
de ecuaciones diferenciales consiste en lo siguiente: de las ecuaciones 
del sistema (3.1) y de las ecuaciones obtenidas derivando éstas, se 
excluyen todas іаѕ funciones desconocidas, excepto una, para cuya 
determinación se obtiene una ecuación diferencial de orden mayor. 
Integrando dicha ecuación, se halla una de las funciones descono- 
cidas. Las funciones desconocidas restantes se determinan, en lo 
не sin integración, partiendo de las ecuaciones originales y de 
as obtenidas por derivación. 

Veamos algunos ejemplos para ilustrar lo antedicho. 


Ejemplo 1. 
de, de 
OS 
Derivemos una de las ecuaciones, por ejemplo, la primera, 925 =; eliminan- 
do 99 mediante la segunda ecuación, se obtiene SE —1=0, de donde ma 
eet. Utilizando la primera ecuación, obtenemos y= = cet, 
Hemos determinado y sin integrar, mediante la primera ecuación, Si hubié- 
ramos determinado y de Ja segunda ecuación, 


Morea hon” yate 


entonces habríamos introducido soluciones superiluas, puesto que la sustitución 

directa en el sistema original muestra que las funciones х= ce~! -cset е уде — 

шыт ишка al sistema по para с; cualesquiera, sino para сз=0. 
emplo 2 


ES 3x2, 64) 
4 
‚= 9—0. Я] 


Derivemos la segunda ecuación: 


(85) 


13 (8+), (36) 
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Sustituyendo en (3.41), obtenemos 
Фу MET 
fts 
Integrando la ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes y == е' (с, + сы) 
y sustituyendo en (3.6), se halla x (f): 


1 d (erete). 


Ejemplo 3. 
ах ау 
т" m= 
Derivando la primera ecuación, obtenemos 22—45, у sustituyendo en ln в 
primera „ obtenemos gyr = » Y SUstiluyendo en la se 
Kunda ecuación, se tiene ФЕ =x. Integrando esta ecuación lineal homogénea con 
coeficientes constantes, obtenemos 
хасе се" сз соз te sen t, 
y sustituyendo en la primera ecuación, se halla 
y= cre ere"! — с, cos !——су sen t. 
Describamos más exactamente el proceso de eli ción de todas 
las funciones incógnitas, excepto una, del sistema. А 
Demostremos previamente que una de las funciones desconocidas, 


por ejemplo х, (0), que figura en la solución х, (£), xa(2), - ll 
del sistema de ecuaciones diferenciales; 

ÑO Ar Ed 

Фа 

AN Б 


ахх 


satisface cierta ecuación de n-ésimo orden. Consideraremos еп este 
caso que todas las funciones f; poseen derivadas parciales continuas 
respecto a todos los argumentos, de hasta (п — Г)-ѕіто orden in- 
clusive. Ai poner en el sistema (3.1) cierta solución х, (£), х, (2), 
<., X(f), todas las ecuaciones de éste se reducen a identidades. 
En particular, la primera ecuación 


E) 


del sistema también se reduce a una identidad, 
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Derivando esta identidad con respecto а t: 


Sol, ds 
Eh 
o bien 
ау 679 


y designando el segundo miembro de la última identidad por 
Fy(t, Xi Ху, .-., Х„), obtenemos 


E о. өл) 
Derivando nuevamente esta identidad: 
A 
dix, Fs, > Fda 
У, 9 
о bien 
(8.70) 


y designando el segundo miembro de la última identidad рог 
Fall, Xas Xar + +++ Xu), Obtenemos: 


Ф) ч 
TR “КЧ, Xu Xp oA (3. 


) 


Derivando una vez más esta identidad, y continuando este proceso 
n—2 veces, obtenemos por último la identidad 


аР БЯ (3.75.1) 
derivándola y utilizando las identidades (3.1), tendremos: 


a 
= Flo Xi Xan +00 М). 


Pan (ly Xp Ха 


De esta manera, hemos obtenido n—1 identidades 
баа, хы хь х) (8-7) | 


= Ч.х» хь), 875) aa 


Frat lls Xir 2p сх) (37,1) 
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y además la identidad 


(3.8) 


D (kas ху, Ху 
en la región considerada de variación de las variables. Entonces 


el sistema (3.7) se puede resolver respecto a xy, 


+» Xy» ехрге- 
а. Sustituyen- 
‚хайа, 


sándolas mediante las variables f, x, 29, o., 
do еп la última ecuación (3.8) las variables xy, xy 


das del sistema (3.7), obtenemos la ecuación de o orden 
dex а. 
АС Др (88) 


а la cual satisface la función х, (f), que ега, por hipótesis, la ргі- 
mera función х, (/) de la solución x,(0), xa(%), -.., x, (1) del sis- 
tema (3.1). 

Demostremos ahora que si se toma cualquier solución ду (£) de 
la ecuación de n-ésimo orden obtenida (3.8,), se sustituye en el 
sistema (3.7) y se determinan de éste х, (2), ху(!). s Xp (t), en- 
tonces el sistema de funciones 


AO, x (0), ..., Xn (C) (3.9) 


será solución del sistema (3.1). 

Sustituyendo el sistema de funciones hallado (3.9) en el sistema 
(3.7), todas las ecuaciones de úste se reducen a identidades; en 
particular, se obtiene la identidad 


hm filh хь хь ++, д). (87) 


Derivándola con respecto a ?, tendremos: 


(3.10) 


es posible sustituir $ por las 
funciones /,, ya que aún no hemos demostrado que las funciones 
obtenidas xy, Xs. .... х, рог el método expuesto anteriormente, 
partiendo de la ecuación (3.8) y del sistema (3.7). satisfacen el 
sistema (3.1). Es más, precisamente esta afirmación constituye la 
finalidad de nuestra demostración. 
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Restando miembro a miembro la identidad 
tidad (3.10), tomada en la forma desarrollada (3 


A (л) =0, 


o bien, debido а (3.7,), 
S ah (des 
tG- 
En forma completamente análoga, derivando la identidad (3.7,) 


y restándole (3.75), derivando luego (3.7,) y restándole (3.74), ets., 
obtenemos: 


) de la iden- 
obtenemos 


Pa (de 
хч (@—һ)—о. 
Como el determinante del sistema de ecuaciones lineal homogéneo 
^ 
аһ, (dxi E 
х (9-1) 


SATA 
La @—!)=%. 11) 


formado por п—1 ecuaciones y con n—1 incógnitas (S-n) 


(i=2, 3, ..., n), coincide con el determinante funcional diferente 
de cero 


D (fn Fx, ama) 
D 0. э... Ха) 0; 


el sistema (3.11) en cada punto de la región considerada tiene sólo 
soluciones triviales: 


dx; n 
1—50 (i=2, 3,..., п). 


$ 2. Integración de un sistema de ecuaciones 181 


Tomando en cuenta además (3.7,), obtenemos que las п funciones 
хы хь » +=, х, Son soluciones del sistema de ecuaciones 


ES] li=1,2, .... п). 


Observación 1. El proceso indicado aquí de elminación de 
todas las funciones, con excepción de una, presupone que 


Е +0. (8.13) 


Si esta condición no se cumple, se puede utilizar el mismo. 
proceso, pero en lugar de la función x, tomar cualquier función 
de las Хх, Xa, -- +» Xm que forman la solución del sistema (3.1). Si 
la condición (3.12) по se cumple al escoger cualquier función de 
las Xq хз, ..., х, en lugar de x, entonces son posibles diferentes 
casos excepcionales, que ilustraremos соп tos siguientes ejemplos. 


Ejemplo 4. Ёё 
= ч), 


EJ sistema se descompone en ecuaciones completamente independi 
sl, cada una de Tas cuales debe integrarse por separados n entes entre 
Ejemplo 5. 


Bah (h х). 


falto ta ы), 


falto зу. 


Las dos últimas ecuaciones se pueden reducir a una ecuación di № 
arden por el método señalado anteriormente: pero la primera ecuación, que con- 
tiene la función desconoci la cual no figura en las ecuaciones restantes, 
debe ser integrada por separado. 


Observación 2. Si aplicamos el proceso de eliminación in- 
dicado anteriormente al sistema 


+ 


=D 0 (0x, (i=1,2,....m, 
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llamado lineal homogéneo, entonces, como es fácil comprobar, la 
ecuación de n-ésimo orden 

dm pls дщ drain) 

а(н сэ аре) (3.81) 
también será lineal homogénea. Además, si todos los coeficientes Aj 
son constantes, la ecuación (3.8,) será también lineal homogénea 
con coeficientes constantes. Una. observación análoga se cumple 
también para el sistema lineal no homogéneo 


а 
а 


аху) @=1,2,... 


para el cual la ecuación (3.8,) será una ecuación lineal no homo- 
génea de n-ésimo orden. 


$ 3. DETERMINACION DE LAS COMBINACIONES INTEGRABLES 
La integración del sistema de ecuaciones diferenciales 


¡A as х) 1, 2...) (3.1) 


se realiza frecuentemente escogiendo las llamadas combinaciones 
integrables. 

llama combinación integrable a una ecuación diferencial que 
cs consecuencia de las ecuaciones (3.1), pero que se integra con 
facilidad; por ejemplo, que es de la forma 


AD, ж, х) 


о que es una ecuación que se reduce, mediante cambio de variables, 
a cualquier tipo integrable de ecuaciones con una función descono- 
cida. 


Ejemplo 1 
oy E 
ar a 
Sumando miembro a miembro estas ecuaciones, se halla la combinación integrable 


det) daty 
0 y, o bien 0а, 


de donde 
тх 0114-0, x+y=0cé. 
Restando miembro a miembro la segunda ecuación йе la primera, obtenemos la 
segunda combinación integrable 
4к— à 
TU o bien LE 
In |х—р|=—1--ас„ хресті. 


ae 


=—@, 
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De este modo, hemos hallado dos ecuaciones finitas *): 
хтио y i—ymcal, 
a partir de Jas cuales se puede determinar la solución del sistema original: 


Fadte) э={ (ее! езе), 
о bien 
хее, уе! си”! 
Una combinación integrable permite obtener una ecuación finita 
Dile Xis Xe +++ Xa) = Cp 


que relaciona las funciones desconocidas y la variable independiente. 
'al ecuación se llama primera integral del sistema (3.1). 
De esta manera, se llama primera integral 


a) =e (8.13) 


del sistema de ecuaciones (3.1) a una ecuación finita quc se reduce 
a una identidad para cierto valor de c, si en luga г de x(t) (i= 1, 
п), se sustituye la solución del sistema (3.1). 

frecuencia también se llama primera integral al primer 
miembro Ф(/, Xi, Xy ..., х„) de la ecuación (3.13), y entonces la 
rimera integral se determina como una función no idénticamente 


ФО, Xu Xp + 


superficies que no se cortan, y que poseen la misma propiedad, es 
decir, que están compuestas por puntos de cierta familia de curvas 
integrales del sistema (3.1), dependiente de n—1 paráinetros. 

i se han hallado % combinaciones integrables, entonces se ob- 


tienen # primeras integrales: 


O, (2, Хх, о) = д, 
РТБ РО ew 
Ф,(@, х, Xg 0 а) =C 


*) Véase Ja nota al pie de la pág. 22 (N. de ѓа Red.) 
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Si todas estas integrales son independientes, o sea, si al menos un 
determinante 


donde ху, Xy -- +, Ху, Son k funciones cualesquiera de las ху, xp, 

Xy entonces a partir del sistema (3.14) se pueden expresar Ё 
funciones desconocidas mediante las demás y, sustituyéndolas en el 
sistema (3.1), reducir el problema a la integración de un sistema 
de ecuaciones соп una cantidad menor de incógnitas. Si k= n y to- 
das Jas integrales son independientes, todas las funciones деѕсопо- 
cidas se determinan a partir del sistema (3.14). 


Ejemplo, 2 
а dy de 
Gava Gia E 
Sumando miembro a miembro las ecuaciones de este sistema, obtenemos 


de dy de d f 
0 o bien ари) #0, 


de donde 
хө с. 


Esta primera integral hallada permite expresar una de las funciones desconocidas 
mediante las demás variables, y con ello reducir el problema a la integración de 
un sistema de dos ecuaciones con dos funciones incógnitas. Sin embargo. en este 
caso es fácil hallar otra primera integral. Multiplicando la primera ecuación porx, 
la segunda por y, la tercera por z y sumando, resulta 


de, dy, d 
«тшш 


o bien, multiplicando por 2, obtenemos 


а аи) 0, 


de donde 
яй e 


Partiendo de estas dos primeras integrales halladas se pueden expresar dos fun- 
ciones desconocidas mediante las demás variables, reduciéndose el problema a la 
integración de una ecuación con una función incógnita. 

Ejemplo 3 


a=- ва (Слу, с@=(А—Вур, 


donde A, В у С son constantes (este sistema se encuentra en la teoría del mo- 
vimiento de un cuerpo rígido). Multiplicando ia primera ecuación por р, la se- 
gunda por q, la tercera por 7 y sumando, se obliene 


Арав +С, == 
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de donde se halla la primera integral 
Ар ВСп. 


Multiplicando la primera ecuación рог Ap. la segunda рог Bq, la tercera рог 
Cr y sumando, tendremos 


дра + 599 ста 0, 
e integrando, obtenemos otra primera integral 
`А®р* 4 Від 4 Cort са. 
Si se excluye el caso A=8=C, para el cual el sistema se integra directamente, 
los primeras integrales halladas serán independientes y, por lo tanto, utilizando 


éstas se pueden eliminar dos funciones desconocidas. Además, para determinar 
Ja tercera función se obtiene una ecuación con variables separables, 


Para hallar las combinaciones integrables con frecuencia es más 
cómodo pasar a la llamada forma simétrica de escritura del sistema 
de ecuaciones (3.1): 

dx, Es dt, 
Pan хыз ш) 4206 E Xa 


> (8.15) 
donde 


2) ((=1,2 


A) 53 


Өл), 


En un sistema dado en forma simétrica, las variables son equi- 
valentes, lo cual con frecuencia facilita la búsqueda de las combi- 
naciones integrables. 


Ejemplo 4. 


(816) 
Integrando la ecuación 


Le Multíplicando los numeradores y los denominadores de la pri- 


mera razón del sistema (3.16) por х, la segunda por y, la tercera por z y for- 
mando la proporción compuesta, obtenemos 


hallamos 


xdx+ydy + 2d2 бу 
TEE 
de donde 
Ine 42)=m] yH cs, 
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o bien 
erte 
RE 
Las primeras integrales independientes halladas 
EA 


delerninan las curvas integrales buscados. 


$ 4. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 


Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama lineal, si es 
lineal con respecto a todas las funciones desconocidas y a sus deri- 
vadas. El sistema de п ecuaciones lineales de primer orden, escrilo 
en la forma normal, es 


Уаз ВАО (@=1,2..... п), (8.17) 
т 


о, en forma vector 


ах 
ж =АХ+Р. (3.18) 


donde X ез un vector n-dimensional de coordenadas х; (f), х, (f), 
ao. Xalik F ех un vector n-dimensional de coordenadas f, (1), 
fai, ++ fat. Es conveniente en lo sucesivo representar dichos 
vectores como matrices de una columna: 
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Según la regla del producto de matrices, las filas del primer 
factor deben multiplicarse por la columna del segundo: por lo tanto, 


дау да+ 
Bw, ах+р=| ҖУК), 


La igualdad de matrices significa la igualdad de todos и elementos, 
por lo cual una sola ecuación matricial (3.18), o bien 


чы, 
{де РЕШ 
а) | 
| yx Ía 
A УУ t |, 
7 


es equivalente al sistema (3.17). 

Si todas las funciones a,,(t) y f; (£) en (3.17) son continuas еп 
el segmento a< < Б, entonces en un entorno suficientemente pe- 
queño de cada punto (o. Xio Xem х,а), donde a< 1,56, se 
cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad (véase 
la pág. 173) y, en consecuencia, por cada punto con estas propieda- 
des pasa una sola curva integral del sistema (3.17). 

n efecto, en el caso considerado los segundos miembros del 
sistema (3.17) son continuos, y sus derivadas parciales con respecto 
a cualquier x, son acotadas, puesto que dichas derivadas son iguales 
a los coeficientes a,,(1), continuos en el segmento a< t <b. 

Definamos el operador lineal L por la igualdad 


LIX] -—АХ:; 
entonces la ecuación (3.18) puede escribirse en la forma aún más 


compacta 
LiX]=F. (3.19) 


Si todas las [г 21, 2, .... п) o, lo que es lo mismo, 
la matriz F=0, el sistema (3 17) se llama lineal homogéneo. En 
forma compacta, el sistema lineal homogéneo tiene la forma 


L[X]=0. (8.20) 
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EJ operador L posee las dos propiedades siguientes: 
1) L(cX] = IX, 
donde с es una constante arbitraria. 
2) LIK PAJE. [XJ+ LX]. 
En efecto, 
wo 


LO арх) (E — AX) (AX) 
Un corolario de 1) y 2) es 


„|5 ех] = ика, 
a A 
donde las c; son constantes arbitrarias. 

Teorema 3.1. Si X es solución del sistema lineal homogéneo 
L[X]=0, entonces cX, donde ces una constante arbitraria, es tam- 
bién solucion de dicho sistema. 

o Dado L(X]==0, hay que demostrar que 
сХ]+=0. 

Aplicando la propiedad 1) del operador L, obtenemos 

L[eX]=0L (X]=0. 

Teorema 3.2. La suma X,+- X, de dos soluciones X, y Xy del 
sistema de ecuaciones lineal ё#лео es solución de dicho sistema. 

Demostracion, Dada L(X]=0 y L [X hay que de- 
mostrar que L[X,+ 

Aplicando la КЕНЕ И del operador L, se нн 


LX% +X =L [X] +L XE 
Corolario de los teoremas 3.1 y 3.2. La кыймай lineal 
$ c;Xı de las soluciones Xy Xy ..., Xp del sistema L[X]= 
con coeficientes constantes arbitrarios es solución de dicho sistema, 


Teorema 3.3. Si el sistema lineal homogéneo g: 20) соп сое[і- 
cientes reales a(i) tiene una solución compleja X=U-+-iV, las 
partes real e imaginaria 


ш o, 
ш os 
u=l-| y у= 
а, lo, 


son por separado soluciones de dicho sistema. 
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Demostración. Dado L[U + iV] 

L[UJ=0 y L[V]=0. 

Aplicando las propiedades 1) y 2) del operador L, se obtiene 
L(U+iV]=L[U]+iL[V]=0. 

Por consiguiente, L[U]=0 y L[V]=0. 

Los vectores Ху, X» ..., X,, donde 


хи@ 
500 


0, hay que demostrar que 


alo 
se llaman linealmente dependientes en el segmento a<1<b, si 
existen las constantes а, а,, ..., Œ, tales que 


ax + Xt... +9, Х, 0 8.21) 
cuando a<1<b, y al menos un с, 50. Si, en cambio, la iden- 
tidad (3.21) se cumple sólo cuando 4,0%,=...=a,=0, entonces 


los vectores Xy, Xa ..., Х, se llaman linealmente independientes. 
Obsérvese que la identidad vectorial (3.21) es equivalente a las 


п identidades: 
р> ахи (1) ==0, | 


$ «ш ®=0, 


(3.21) 


Si los vectores Ж, (= 1, 2,..., п) son linealmente dependientes 
у, por lo tanto, existe un Sistema no trivial о; (es decir, no todas 
las œ; son iguales а сего) que satisface al sistema (3.21,) de n ecua- 
ciones lineales homogéneas con respecto a œ, entonces el determi- 
nante del sistema (3.21,) 


Xu Lip >>> Lin 
pala Ха. Хы ? 
ха Loa +- Xan 


debe ser igual a cero para todos los valores de £ del segmento 
a<i<b, Este determinante se Пата wronskiano del sistema de 
vectores Xy, Xa 000, Х„ 
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Teorema 3.4. Si el wronskiano W de las soluciones Xy, Х,....,Х„ 
del sistema de ecuaciones lineal homogéneo (3.20) con coeficientes 
continuos a, (4) en el segmento a<t<b, es igual а cero por lo 
menos en un punto t= t, de dicho segmento, entonces las soluciones 
Xi Xu «0.» Xn son linealmente dependientes en el segmento men- 
cionado y, por consiguiente, W=0 en dicho segmento. 


Demostración. Como los coeficientes a,,(1) (i, ¡=1,2,....m 
son continuos, el sistema (3.20) satisface las condiciones del leorema 
de existencia y unicidad. Por lo lanto, las condiciones iniciales 
X (0) == 0 (o, más delalladamente, xy (o) — 0, £a o) = 0, .... Xu (fo) +0) 
determinan una solución única del sistema considerado. Ésta ез, 
evidentemente, la solución trivial del sistema (3.20) X (0) += 0 (o, más 
detalladamente, х, (0220, х,(0==0. .... х, (0:220). El determi- 
nante W (1,)=0. Por consiguiente, existe un sistema no trivial cy 
Cn =... C, que satisface la ecuación 


Xa (lo) ге.) do -A CuK (10) = 0, 
puesto que ésla es una ccuación vectorial equivalente al sistema 


de n ecuaciones lineales homogéneas con respecto а су, cuyo deter- 
minante es igual а cero: 


сухи (la) 0, 
1 


€ ¡Nas (ly) = 0, 


D “хы (ta) = 0. 


La solución X (1) Ў, х0 de la ecuación (3.20), correspondiente 


a dicho sistema no trivial Cy, Cs, _... Cu, Satisface las condiciones 
iniciales nulas X (£)=0 y, por lo tanto, coincide con la solución 
trivial del sistema (3.20): 


А 
È c,X,(1)=0, 


es decir, X, son linealmente dependientes. 

Observación. Este teorema, como lo demuestran ejemplos 
simples, no se extiende a vectores arbitrarios Xy. Xa ..., Xu, que 
no son soluciones de un sistema (3.20) con coeficientes continuos. 
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Ejemplo 1. El sistema de vectores 
П за 
xil э 
es linealmente independiente, puesto que de 
aX, +40X2 520, 
о bien з Н 
atii s0, 
Visa ao 
se deduce que ау — 92-0 (včase la pág. 99, ejemplo 1). Ел camblo, el wrons- 
kiano 7 fa] es idómicamente nulo. Por consiguiente, los vectores X; y X no 


pueden ег soluciones de un mismo sistema lineal homogéneo (3.20) con coeli- 
cientes continuos а, (4) @, > 1, 2) 


Teorema 3.5. La combinación lineal ўсх, de п soluciones 


linealmente independientes Ху, Х,, ..., Х, del sistema lineal homo- 
géneo (3.20) con coeficientes a,,(t) continuos en el segmento а 1 < Б, 
es sulución general de este sistema en dicho segmento. 
Demostración. Como los coeficientes a; (71 son continuos 
en el segmento а 1< 0, el sistema satisface las Condiciones del teo- 
rema de existencia y unicidad y, por lo tanlo, para la demostración 
Чо! teorema es suficiente probar que escogiendo las constantes с, en 


ү 
la solución Y ox se pueden satisfacer las condiciones iniciales 


X (4) = Xo elegidas arbitrariamente, 


donde /„ es uno de los valores de # el segmento a</<bh, es 
decir, que se puede satisfacer la ecuación vectorial 


2 


EXA Xo 


o el sislema equivalente de п ecuaciones escalares: 
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Да). 


Este sistema es resoluble сол respecto а с; para cualesquiera ху, 
puesto que el determinante del sistema es el wronskiano del sistema 
de soluciones linealmente independiente Xy, Xy» -.., Xa Y, рог 
consiguiente, no se anula en ningún punto del segmento а< f <b. 


Ey, 
e | (3.22) 


No es dit cil comprobar que el sistema (3.22) se satisface por las soluciones 
хү=соз!, y=-—sent y =ni, 5.0054. 
Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que el wronskiano 


cost sent| _| 
= seni cost] 


es diferente de cero. Por consiguiente, la solución general tiene la forma 


x= cost+e sent, 
y= —су sen (4-с. cos t, 
donde € y су son constantes arbitrarias. 


Ejemplo 2 


Teorema 3.6. Si Х es solución del sistema lineal no homogéneo 
L[X]=F (3.19) 
y X, es solución del sistema homogéneo correspondiente L[X]=0, 
entonces la suma X,+X es también solución del sistema no homo- 
gineo L(X]=F. 
Demostración. Se da que L[X]=F y L[X,]=0; 
demostrar qe L[X,+X]=F. 
Aplicando la propiedad 2) del operador L, se obtiene 
L[X+X]=L[X)J+L[X]=F. 
Teorema 3.7. La solución general en el segmento a<1<b del 
sistema no homogéneo (3.19) con coeficientes a(t) y segundos miem- 
bros f(t) continuos en dicho segmento, es igual а la suma de la 


solución general $ex del sistema homogéneo correspondiente y de 


hay que 


una solución particular X del sistema no homogéneo considerado. 
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Demostración. Puesto que las condiciones del teorema de 
existencia y unicidad de la solución se cumplen (véase la pág. 187), 
entonces para la demostración del teorema es suficiente probar que 


eligiendo las constantes arbitrarias с, en la solución X= $\с,Х,+ X 
se pueden salisfacer las condiciones iniciales dadas arbitrariamente 


es decir, hay que demostrar que la ecuación matricial 
охо 
о el sistema de ecuaciones equivalente 
3 cxn ld TD д. 


5, Cile lto) 1 ла (3.28) 


сло 00 


tiene siempre solución с, Сә, ..., с, рага segundos miembros 
спаЇеѕдціег. Pero en esta forma dicha afirmación es evidente, ya 
que el determinante del sistema (3,23) es el wronskiano en el punto 
ft! de las soluciones linealmente independientes Xy, Х„...,Х, 
del sistema homogéneo correspondiente y, según е! leorema 3.4, 
es diferente de cero. En consecuencia, el sistema (3.23) tiene solu- 
ción су, Cq +... Cu para segundos miembros cualesquiera 

Teorema 3.8 (principio de superposición). La solución del 
sistema de ecuaciones lineales 

пиш 


0] 


ГА) 


7 жача 
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es la suma Y X, de las soluciones X; de las ecuaciones 
© 
ХДЕ, ((=1,2,., т). 


Demostración. Se da que L[X,]=F, ((=1, 2... т); 


hay que demostrar que 
L [2 | Y F. 


Aplicando la propiedad 2) del operador L, obtenemos 


Observación. El teorema 3.8, sin modificaciones en su de- 
mostración, se exliende evidentemente también al caso cuando 


т — оо, si la serie 2 X; converge y puede ser derivada término 
a término. 
Teoremc 3.9. Si el sistema de ecuaciones lineales 


L[X]=U EV, 
donde 


til 
con funciones reales (1), u(t), 0100) (i, ў 1, 2, ..., n), tiene 
la solución 


entonces la parte real 0 de la solución y su parte imaginaria Ў son, 
respectivamente, soluciones de las ecuaciones 


L[X]=U y L[X]=V. 


Demostración, Se da que 1 [9 
demostrar que L [0]= U, L|P]=V. 


U+iV; hay que 
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Aplicando las propiedades 1) y 2) del operador L, se obtiene 
L[U+10)=L|0]4- LP] =U+iV. 
Por lo tanto, L[U]=U у 1.{Ў| 
Si es conocida la solución general del sistema homogéneo co- 
rrespondiente L |X] = 0, pero no se logra escoger la solución particular 
del sistema homogéneo L[X]=F y, por lo tanto, по es posible 
utilizar el teorema 3.7, entonces se puede aplicar el método de 
variación de las constantes. 


Supongamos que X= $) c,X,, donde las с, son constantes arbi- 
trarias, es la solución general del sistema homogéneo correspondiente 


ах 
= 4Xx=0 


y que, por consiguiente, X; ({ = 1. 2, ..., n) son soluciones parti- 
culares linealmente independientes de dicho sistema. La solución 
del sistema no homogéneo 

ах 

а АХ=Е 
se busca en la forma 

X= Дех, 


donde c;(£) son nuevas funciones desconocidas. Al sustituir en la 
ecuación no homogénea, se obtiene 


ох, уус, o А Dc ХЕР, 
£ ё 


ах, 
а 


т 


о bien, como = АХ, 
3 0) Х,=Е. 


Esta ecuación vectorial es equivalente al sistemas 


AN 


(6.24) 


7 
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De este sistema de н ecuaciones соп n incógnitas с; (2) (@=- 1, 2, ..., 

. n), cuyo delerminante W coincide con el wronskiano de las 
soluciones linealmente independientes Xy. Xa --., Х, Y, еп con- 
secuencia, es diferente de сего, se determinan todas las C¿(0; 


¿00 =l ..л), 
de donde, integrando, se hallan las funciones desconocidas су}: 
ae {аа @=1 2...) 


Ejemplo 3. 
de, du el 
ECO ш сү 
La solución general del sistemia homogêneo correspondiente 
de, de 


‚ жәй... 
tiene la forma xme, соз iic зеп, p= су sen (cy соз! (уёлзе!л pág, 192, 
ejemplo 2). Hagamos variar las constantes 
xaa (0) 405 4с (by em la 
ya — ай) sen -t (i) vos t. 
ES Un y сүй} se determinan del sistema (324), el cual tene еп osle caso la 
forma 


a Kost- €, (sen 10 
! 


(уз (Mos 0 


cost" 
de donde А 
0%. E Mel 
Por lo tonto, 
аро |+, 
с 


у, en definitiva, se беле 
7, cos 1-43 зоп р cos f ln 1cos 1144 sen, 
y — зеп! + соз 1—sent in cos 1|+£c05 . 


х 


$ 5, SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
CON COEFICIENTES CONSTANTES. 


Se llama sistema lineal con coeficientes constantes al sistema 
lineal de ccuaciones 


de $ А 
a Уолу «= 


A Л 
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o, en forma vectorial, 
ЯХ АХ ЕР, 


en el cual todos los coeficientes ау, son constantes o, lo que ез lo 
mismo, su matriz А es constante. 

La manera más sencilla de integrar un sistema de ecuaciones 
lineales homogéneas о no homogéneas con coeficientes constantes 
es reducirlo а una ecuación de orden mayor. Además, como fue 
señalado en la pág. 182, la ecuación obtenida de orden mayor será 
linea! y con coeficientes constantes. 

Sin embargo, se puede hallar también directamente el sistema 
fundamental de soluciones del sistema lineal homogéneo con coe- 
ficientes constantes 

Las soluciones del sistema 


ах, 

у Aant Башха е. ахо |} 

des 

2 ayi tgh ааа 
ТЕТЕ 6.25) 
4, А 


аах аә Гах, ) 


и 
donde а, son constantes, se buscarán en la forma 
E A A 


con ma, constantes (j 1. 2, .. ‚ л). Sustituyendo en el sistema 
(3.25), dividiendo entre e*! y pusando lodos los sunandos al primer 
miembro, obtenemos 


(аи а-аа. аа 0, 
а (а — 0 а + (2%, — 0, 


(3.26) 


алара O 


Para que este sistema de п ecuaciones lineales homogéneas 
соп n incógnitas а] 1,2, .... л) tenga solución no trivial, es 
necesario y suficiente que el delerminanie del sistema (3.26) sea 
igual a cero: 


(8.27) 


De esta ecuación de grado п se determinan los valores de k para 
los cuales el sistema (3.26) tiene soluciones no triviales a, (¡=1, 
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2, ..., п). La ecuación (3.27) se Пата ecuación caracteristica. Si 
todas las raices Юн —1,2. n) de la ecuación característica 
son diferentes, entonces, sustituyéndolas sucesivamente en el sistema 
(3.26), se determinan los valores no triviales af’ (1, ¡=1, 2, ... 
у, n) Correspondientes; hallando, por consiguiente, л soluciones 
del sistema inicial (3.25) de la forma 


хране, х= ape, y ХР аен (i=l, 2, ..., n), (3.28) 
donde el índice superior señala el número de la solución, y el in- 
erior, el de la función desconocida. 


Utilizando notaciones vectoriales, obtenemos el mismo resultado 
en forma aún más corta: 


ах 
ШЫ 
la solución se busca en la forma 


AX; (3.25) 


а 
% 


X= гм, donde A— 


Акем = Ade", 
o bien К 
(1—25) А=0 (8.29) 


donde Е ез la matriz unidad: 


0 
satisfaga la ecuación (3.29), es necesario y suficiente que la matriz 
А ЕЁ sea singular, es decir, que su determinante sea igual a 
cero: [A=RE|=0. Para cada raíz k; de esta ecuación caracteris- 
tica [ARE =0, de (3.29) se delermina la matriz diferente de 
cero До y, si todas las raíces №, de la ecuación característica son 


$ 5. Sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes constantes 199 


diferentes, obtenemos n soluciones: 
X= Ae, X= Ame, ..., Xp = Anett, 


donde 
поч 


[od 


qu 
ai 


Estas soluciones, como no es dificil demostrar, son linealmente 
independientes. En efecto, si existiera la dependencia lineal 


2, 
о, en forma desarrollada 

Ў, baremo, | 
кагын, (330) 


оё енга, j 


entonces, en virtud de la independencia lineal de las funciones 
et(i=1, 2, ..., n) (véase la pág. 99), de (3.30) se oblendría que 


0). (3.31) 


Pero сото рага cada і al menos una, af, .. ‚об (i=1,2..., 
, 1) es diferente de cero, entonces de (3.31) se deduce que 
0@=1,2,..., п), 

De esta manera, Jas soluciones А'Фейи (== 1, 2, ..., n) son li- 

nealmente independientes y la solución general del sistema (3.25) 

tiene la forma 


х йори, 


o bien 


Fene 0=1, 2, .... т, 


donde las с, son constantes arbitrarias. 
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Las constantes a'(¡=1, 2, ..., п} no se determinan 1inívo- 
camente del sistema (3.26) para kk. presto que el determinante 
del sistema es nulo y. por consiguiente, al menos una de las ecua- 
ciones es consecuencia de las demas. La falta de unicidad en la 
determinación de а" se debe a que la solución del sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas sigue siendo solución del mismo 
al ser multiplicada por una constante arbitraria. 

A la raíz compleja k,— p | н de la ecuación característica (3.27) 
le corresponde la Solución 

X= Ave, (3.32) 


la cual, si todos los coeficientes a,, son reales, puede ser sustituida 
por dos soluciones reales: por la parte real y por la imaginaria 
de la solución (3.32) (véase ІЯ pág. 188). La raíz compleja conjugada 
Ry =p —qu de la ecuación caracteristica по da nuevas soluciones 
réales linealmente independientes. 

Si la ecuación característica tiene una raiz k, de multiplicidad y, 
entonces, tomando en cuenta que el sistema de ecuaciones (3.25) 
se puede reducir por medio del proceso señalado en la pág. 177 
а una ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes de 
n-ésimo o menor orden (véase la observación en la pág. 182), se 
puede afirmar que la solución del sistema (3.25) tiene la forma 


O eht, (3.33) 


donde 


las ш}? son constantes 

Hay que hacer notar que aún cuando el sistema de n ecuaciones 
(8.25) se reduzca a una ecuación de orden menor que n (vease la 
observación 1 en la pág. 181), la ecuación característica de esta 
última tendrá necesariamente raices que coinciden con las raices 
de la ecuación (3.27) (puesto que la ecuación a la cual se 
redujo el sistema debe tener soluciones del tipo et»?, donde k, son 
raíces de la ecuación (3.27)). Pero es posible que las multiplicidades 
de estas raíces (si el orden de la ecuación obtenida es menor que п) 
sean menores que las multiplicidades de las raíces de la ecuación 
(3.27); por lo tanto, puede ser que en la solución (3.33) el grado 
del primer factor sea menor que y—!. es decir, al buscar la so- 
tución en la forma (3.33) ciertos coeficientes А?” pueden anularse, 
incluso los de los términos de mayor grado. 
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De esta manera, la solución del sistema (3.25) que corresponde 
а una raíz múltiple de la ecuación característica, debe ser buscada 
en la forma (3.33). Sustituyendo (3.33) en la ecuación (3.25,) 
y exigiendo que ésta se reduzca a una identidad, se determinan 


las matrices A”: además, algunas de éstas, entre ellas Af, pue- 


den resultar iguales a cero. 


Observación, Se puede indicar más exactamente la forma de la solue 
ción del sistema 8 25), correspondiente а una raíz múltiple de la ecuación 
característica (3.27). Transformando el sistema (3.25) mediante una, transforma 
ción lineal no degenerada en un sistema en el cual la matriz A—kE tenga 
forma normal de Jordan e integrando el sistema de ecuaciones oblenido, fácil» 
mente integrable, se halla que 1а solucion correspondiente a la raiz múlliple ky 
de la ecuación Característica (3.27) de muluplicidad y, brene la forma 


XA A e, 


donde В es el mayor gra 
poniente a la raiz ky. 


del divisor elemental de la matriz А— Е, corres» 


Ejemplo b” E 
: Ж 
йо» +. 
La ecuación caracteristica 
ЕЕЕ 
fume los rafees ёр =, у= —1, Por consuulente, buscamos la solución en la 
orma 


amate, paap, 
neare, papet 


Sustituyendo (334) en el sistema original, obtenemos — 4D -+ 2a; 

donde у? = Zat; a permanece arbitrario. Рог lo fanto, 

(®!, u=, aah. 

Para determinar los coeficientes aè y a se obtiene la ecuacion 2a? -+ 

de donde a = — mP; el coeficiente aj? permanece arbitrariv. Por consigulente, 
mmeg, ш 

La solución general es 


n= 


Ejemplo 2 


a 
de 
2—0. 


La ecuación caracteristica 


1—k 


2 —0, o bien #490 
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liene las raies ka= 31, 100%, y =a 
ecuación la satislacen, pur ejemplo, а, 
жү==5е = 5 {cos 4141 sen 30), 
Ys (130 0 = (1—30 (cos 3i sen 30). 
Las partes real e imaginaria de esta solución son también soluciones del sistema 


considerado, y su combinación lineal con coeficientes constantes arbitcarios es 
solución general 


(1—3) —5%=0. A esta 
i. En consecuencia, 


хабе cos 3t | 5с, sen Y, 


=e (cos 313 sem 3) | о (sen M3 cos 3), 
наш ОЕ ® j 


(8.35) 


La ecuación caracteristica 

Т6 1-0 0 bien е—е+4-0 
Gene la raiz айд б, Por lo taoto, la solución debe buscas en a 
forma 


РЕНТА! 
РЕА y i 


Sustituyendo (3.36) en (3.35), se obtiene 
++! = ж + Put 09 Bata 
a 079 


a, y P permanecen arbitrarios. Designando eslas constantes, arbitrarias respec- 
матете por с y сь obtenemos la solución general en la forma 


alte het, 
шааф) e 


de donde 


$6. METODOS APROXIMADOS DE INTEGRACIÓN DE SISTEMAS DE 
ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE ECUACIONES DE n-ÉSIMO ORDEN 


Todos los métodos de integración aproximada de ecuaciones 
diferenciales de primer orden, expuestos en el $ 7 del cap. 1, sin 
cambios sustanciales, pueden aplicarse a los sistemas de ecuaciones 
de primer orden, y también a las ecuaciones de orden mayor 
que 1, las cuales se reducen a un sistema de ecuaciones de primer 
orden por el método habitual (véase la pág. 88). 

1. Método de las aproximaciones sucesivas. Como 
fue señalado en la pág. 54, el método de las aproximaciones 
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sucesivas es aplicable a los sistemas de ecuaciones 


flo Yu de 0 9) б=1,2,..,) (887) 


con condiciones iniciales y,(x)=yYa(i=1, 2, ..., n), si las fun- 
ciones f; son continuas en todos sus argumentos y satisfacen la 
condición de Lipschitz respecto a todos los argumentos, a partir 
del segundo 

La aproximación nula дах) (= 1, 2, ..., n) puede ser escogida 
arbitrariamente, exigiendo sólo que se satisfagan las condiciones 
аса las aproximaciones subsiguientes se calculan рог la fór- 
mula 


Yue O=8 | б, йш йш, се, Judd ({=1,2,..., п). 
Al igual que para una ecuación de primer orden, este método se 
aplica raramente en la práctica del cálculo aproximado, debido а 
la convergencia relativamente lenta de las aproximaciones y a lo 
complejo y variado de las operaciones. 

2. Método de Euler. La curva integral del sistema de 
ecuaciones diferenciales 


Elo Yo De 2 9) (=1,2,... 


determinada por las condiciones iniciales и (х,) = 00021, 2 ..., 
+.. n), se sustituye por la quebrada que es tangente en uno de 
los puntos frontera de cada segmento а 
la curva integral que pasa por dicho 
punto (en la fig. 3.2 se representa Іа 
quebrada de Euler y su proyección sólo 
enel plano xy). El segmento x,<x<b, 
en el cual hay que calcular la solución, 
se divide en parles de longitud h, y 
el cáleulo se efectúa por las fórmulas 


Шка) = 9,4%) lhg xa) 
(0=1, 2, ..., n). 


n), 


La convergencia de las quebradas de 
Euler hacia la curva integral, cuando 
h—0, se demuestra de la misma ma- 
nera que para una ccuación de primer orden (véase la pág. 45). 
Para elevar la exactitud se pueden aplicar iteraciones (empareja: 
mientos). 

3. Desarrollo en fórmula de Taylor. Considerando 
que Jos segundos miembros del sistema (3.37) son derivables ё 


Fig, 32 


204 Capitulo IH. Sistemas de ecuaciones diferens1ales 


veces (para asegurar la derivabilidad de las soluciones %-} 1 veces), 
sustituimos los soluciones buscadas por algunos primeros términos 
de sus desarrollos de Taylor 


ГЕУ 
сонне кю E 


=l, 2 ....M. 


La apreciación del error puede realizarse acotando el resto de 
la fórmula de Taylor 
(хана 


Ване |4 Оо] у", donde 0<0< L 


Este método da buenos resultados solo еп un pequeño entorno 
del punto х. 

4. Método de Stórmer. El segmento xy E < se divide 
en partes de longitud A, y el cálculo de la solución del sistema 
(3.37) se realiza mediante una de las fórmulas: 


Dr iri а а F Ma to (9.38) 
мона аА ва ЛЕ (8.0) 
1 5 3 
жан» А, а? у Ун, э-э ЕТА, nar (Аб) 
donde 
КО" 
AALA 


Ад, ал969, а-о NAi, ES ва, ae 
5%, а= Уф, a а-а 


Las fórmulas (3.38), (8.39) у (3.40) pueden obtenerse del mismo 
modo que para una ecuación de primer orden (véase la pág. 65). 
El orden del error al aplicar estas fórmulas es el mismo que para 
una ecuación. 

Para comenzar el cálculo por una de las fórmulas de Stórmer 
es necesario conocer algunos primeros valores у, (х,). que pueden 
ser hallados mediante el desarrolio por la fórmula de Taylor, 
o por el método de Euler con paso disminuido: además, al тена 
que para una ecuación, para elevar la exactitud se pueden aplicar 
iteraciones (véanse las págs. 64—65), o el método de Runge. 
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5. Método de Runge. Se calculan los números 
та ЕД 
hash i hma 
Ma=h( >F Un H . mt”). 


h 7 hmas) 
та (хуу, mi F. wat. os at ). 


тат (ху, Yiyi hig Ша тазу ++ Yau Вт), 


conociendo los cuales hallamos 4, „ү por la fórmula 


h 
Maa 1 5 (т 12...,0. 


SANO 


El orden del error es el mismo que para una ecuación. 

Una aproximación grosera del paso h, segun la exactitud 
elegida del resultado, se puede escoger considerando el orden de 
los errores en las fórmulas aplicadas; luego, éste se precisa por 


medio de cálculos de prueba con pasos A y + Lo más seguro es 


calcular con pasos h y -у todos los valores necesarios y, (1), y si 
al comparar los resultados todos ellos coinciden en los límites de 
exactitud dada, entonces se considera que el paso Л asegura la 
exaclilud dada de cálculo; en caso contrario se disminuye 


nuevamente el paso y se realizan las operaciones con pasos + у 


+ y así sucesivamente. Cuando se escoge correctamente el paso В, 


las diferencias Ag, 320,,. ... deben variar uniformemente, y las 
últimas diferencias en las fórmulas de Stórmer deben influir 
sólo en las cifras de reserva. 


ыас DEL CAPÍTULO 3 


4 
F-a x10)=0, p= 


a= 1 0)=2 xa, х(й—=2. 


Capitulo 111. Sistemas de ecuaciones drferencialés 


13. к-ру- cost, y асе зеп 4 

14. rj3r—y 0, рау y=0, 00) 1, у(0у—4. 
15, s -sen0=0 para (0, 03 
Determinar 0 (1) con exactitud de ас 
18. х (0:=ах—р, GU =x jan: а ев una constante, 
17, 2 = 

18. х 


2—х—2=1. 


пи A их—щ` 
a E Mo de 
TN 


23. X=AX, donde 2). Б a=? =, 


CAPITULO 4 
Teoría de la estabilidad 


$ 1. CONCEPTOS GENERALES 


Para hacer posible la descripción matemática de un fenómeno 
real cualquiera, inevitablemente hay que simplificarlo, idealizarlo, 
haciendo resallar y tomando en cuenta sólo los factores más 
sustanciales que actúan sobie éste y despreciando los menos 
considerables. Entonces surge incvitablemenie el problema sobre 
si fueron correctamente escogidas o no las suposiciones de simpli- 
ficación. Es posible que los factores no considerados influyan 
fuertemente sobre el fenómeno estudiado, y cambien sus caracte- 
rísticas cuantitativas, y aún cualitativas, En última instancia 
esla cuestión se resuelve en la práctica, viendo si corresponden 
o no las conclusiones obtenidas con los dates del experimento, 
pero de todas formas en muchos problemas se pueden señalar 1. 
condiciones bajo las cuales ciertas simplificaciones no son posibles. 

Si cierto fenómeno se describe por medio del sistema de 
ecuaciones diferenciales 

dy 


F-D lp Vas ++ 


Y) (i=1,2,..., п) (4.1) 


con condiciones iniciales y, (i= Ym i=1, 2, .... n), las cuales 
por lo general son el resullado de ciertas mediciones y, por lo 
tanto, han sido obtenidas inevitablemente con cierto error, entonces 
surge el problema sobre la influencia de pequeñas variaciones de 
las condiciones iniciales sobre la solución buscada. 

Si variaciones arbitrariamente pequeñas de los valures iniciales 
pueden cambiar mucho la solución, entonces la solución determinada 
рог las condiciones iniciales inexactas que hemos elegido по Liene 
ccmúnmente ningún valer práctico y no puede describir ni siquiera 
aproximadamente el fenómeno estudiado. 

Por consiguiente, surge el problema, de gran importancia 
práctica, de hallar las condiciones bajo las cuales una variación 
suficientemente pequeña de lcs valores iniciales ocasiona una 
variación arbitrariamente ¡cqueña de la solución, 
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Si £ varía en el intervalo finito ly 157 Т, entonces la solución 


‚ну del sistema (4.1) se Nama 
estable, o más exactamente, estable según Liapunov, Si рага 
cualquier e > 0 se puede escoger un 5(e) . O tal que para cualquier 
solución y, (A (isl, 2, ..-, æ de dicho sistema, cuyos valores 
iniciales salisfacen las desigualdades 


[и ае, 43] 8) E=1,2, ....1) 
se cumplen, para todas las > iy, las desigualdades 
и) e @=1,2,.. .л) (4.2) 


es decir, las soluciones cercanas respecto а sus valores iniciales 
permanecen cercanas para todas las (> tẹ. 

Observación. Si el sistema (4,1) satisface las condiciones 
del teorema sobre la dependencia continua de la solución respecto 
a las condiciones iniciales, entonces en la definición de estabilidad, 
en lugar de tiu, Se puede escribir t 32T 3 10, debido а que en 
virtud de este icorema, las soluciones permanecen cercanas ел 
el segmento 124 7 para valores miciales suficientemente 
próximos. 

Si para un 6 +0 arbitrariamente pequeño, ps lo menos para 
una solución y, (1) (¿—1. 2... л) las desigualdades (4.2) no se 
cumplen, entonces la solución Ф, (0) se lama inestable. Las 
soluciones inestables rara vez son de interés práctico. 

Si la solución (f (4-1, 2 . n) no sólo es estable, sino 
que además satisface la condicion 


ит ш (0—q, 11] - 0. ШЕ 


si [и 0) Ф, (101 < бү. бу 50, entonces la solución Ф, (Й) (¿—1, 
2, .., п) se Мата asintóticamente estable. 

Obsérvese que la condición (4.3) aún no implica la estabili- 
dad de la solución q,(1) @=1, 2 .. . n). 


Ejemplo | Analizar si es еѕізЫ̇с o no la solución de la ec 
diferencial Moan а ж 0, determinada por la condición inicial y (tp). 
La solucion 


ción 


yayah -tà 
es asínlólicamente estable, ya que 
т реа а | етар рев 
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cuando 23 fo 81 || < eTe y 


a 


Ejemplo 2 investigar la estabilidad de la solución de la ecuación 
=4%Y, а 0, delermiada por la condición ра) fo. 


La solución y= е 7790 es inestable, ya que es imposible escoger шт 
6 > 0 tal que de Ja desi maldod | ®—у, | < Dfe se deduzca 


[ett ре |< e, 


Гар 


о blen 


рага todas las t3 fo 


El análisis de la estabilidad de cierta solución 
Ye ЖЧ) 051, 2, ..., 1) 
del sistema de ecuaciones 
ча ад о) 200 0) 
se puede reducir al estudio de le estabilidad de ја solucion 
trivial, es decir, del punto de reposo, situado en el origen de 
coordenadas. 


En efecto, transformemos e! sistema de ecuaciones (4.1) a nuevas 
variables, haciendo 


A yO 01, 2...) (44) 
Las nuevas funciones desconocidas х, serán las desviaciones 


1,—Y,40 de lus funciones desconocidas anteriores de las funclones 
ШЇ, las cuales determinan la solución cuya estabilidad se 
investiga. 

En virtud de (44), el sistema (4.1) en las nuevas variables 
toma la forma 


DAL O AO AND 
LL... вз) 

Evidentemente а la solución cuya estabilidad se cstudia 0.27700) 

12, ..., п) del sistema (4.1) le corresponde. debido a la 

dependencia x, (6), la solución trivial x,=0 (21, 2, 

- + 16) del sistema (1.5), y el estudio de la estabilidad de la 


solución ре 00) @=1, 2, .,.. 1) del sistema (4.1) puede 
sustituirse por la investigación de la estabilidad de la solución 


i= 
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trivial del sistema (4.5). Por esto en adelante sin limitaciones de 
la generalidad podemos considerar que se investiga la estabilidad 
de la solución trivial o, lo que es lo mismo, del punto de reposo 
del sistema de ecuaciones, situado en el origen de coordenadas. 

Formulemos las condiciones de estabilidad aplicadas al punto 
de repuso x; =0 (i =1, 

El punto de reposo 1,750 (i-=1, 2, -. ‚ n) del sistema (1.5) 
es estable según Liapunov, si para lodo e» 0 existe un 648) > 0 
tal que de la desigualdad 


Гес V= 1, 2, 


sM 


se deduce que 
Isl e 01, 2.0... я) para ISTI 4. 


0 (i-l, 2, ,... 1 
existe un ё, (6) :-0 


En otras palubras: el punlo de reposo x, 
es estable según Liapunov, si para cada e ~. 
tal que de la desigualdad 


РЕСЕ] 


se deduce que 
" 


дш. en 


рага 52 Т, es decir, la trayectoria cuyo punto inicial se encuentra 
en el 6,—entorno*) del origen de coordenadas para t>7' no 
sale fuera de los límites del e—entorno de dicho punto. 


$ 2. TIPOS SIMPLES DE PUNTOS DE REPOSO 


Analicemos la disposición de las trayectorias en un entorno 
del punto de reposo x==0, y-.0 del sislema de dos ecuaciones 
lineales homogéneas con coeficientes constantes: 


g Ean +0, 
E (4.6) 
Ж T Ink Раш, 

donde 


| аа. 
аң йз 


“Aquí y en lo sucesivo por a—enlorno se designará un entorno simétrico 
de radio œ (es decir, de amplitud 22) del punto considerado (N. de la Red). 
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La solución se busca en la forma хаце", y age! (véase la 
pág. 197). Рага la determinación de k se obtiene la ecuación 
característica. 

аи аһ 
ац а 


0, 


o bien 
kè — (ar 4 а) k + (011071 — 49,012) =0; 
а, y a, se determinan, salvo un factor constante, de una de las 
ecuaciones: 
(а а аа 
ала, + lag — 0) а 


Consideremos los siguientes casos: 

a) Las raices de la ecuución característica k, y ky son reales y 
distintas. 

La solución general tiene la forma 


х= сое“! ee, | 
у= саен pte, | ш 


donde a, у В, son constantes que se determinan de la ecuación 
(4.7) para k= k, y k=k, respectivamente, y сү y с; son constantes 
arbitrarias. 

Aquí son posibles los siguientes casos: 

1) Si k,<0 y 4-20, el punto de reposo es asintóticamente 
estable, puesto que debido a los factores e* y e'f, que figuran 
en (4.8), todos los puntos que se encuentran en el momento inicial 
1=1, en cualquier ё —еліогпо del origen de coordenadas, pasan 
a puntos situados en un e—entorno arbitrariamente pequeño del 
origen de coordenadas para un valor de / suficientemente grande, 
y рага 1 оо tienden a dicho punto. En la fig. 4.1 está repre- 
sentada la disposición de las trayectorias cerca del punto de 
reposo del tipo considerado, llamado nudo estable. Aden se 
indica con flechas el sentido del movimiento por las trayectorias 
al aumentar t. 

2) Sea kı >0, ks > 0. Este caso se transforma en el anterior 
al sustituir £ рог —t. Por lo tanto, las trayectorias tienen la 
misma forma que en el caso precedente, sólo que los puntos en 
ellas se mueven en sentido contrario (fig. 4.2). Es evidente que 
al aumentar /, los puntos arbitrariamente próximos al origen de 
coordenadas se alejan de un e—entorno de éste. El punto de 
reposo es inestable según Liapunov. El punto de reposo del tipo 
considerado se llama nudo inestable. 
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3) Si А-0, 0,70, entonces el punto de reposo es también 
inestable, puesto que el punto que se mueve por la trayectoria 


х cae, y cage (4.9) 
para valores arbitrariamente pequeños de с; al crecer £ sale de 


un e—entorno del origen de coordenadas. 
TEE 
/ 
A | | j 
AV 


Fig AL Fig 42 


Obsérvese que en el caso considerado existen movimientos 
que se aproximan al origen de coordenadas, а saber: 


хасе, y=o per. 
Para diferentes valores de c, obtenemos diferentes movimientos 


por una misma recta yr Al crecer / los puntos de ésta se 


Fig. 43 


mueven hacia el origen de coordenadas (fig. 4.3). Obsérvese también 
que los puntos de la trayectoria (4.9) se mueven al crecer 2 por 
la recta у= х, alejándose del origen de coordenadas. Si c, 0 
y 0290, entonces, tanlo para 1— оо como рага f— —оо, la 
trayectoria sale de un entorno del punto de reposo. 

El punto de seposo del tipo mencionado se llama montura 
(fig. 4.3), porque la disposición de las trayectorias en un entorno 
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de éste se asemeja а la disposición de las líneas de nivel en un 
entorno de un punto tipo silla de montar de cierta superficie 


2= к, 0). 
b) Las raices de la ecuación característica son complejas: 
һар, 90. 


La solución genera] del sistema considerado se puede representar 
en la forma (véase la pág. 200) 


x= e”! (с, соз ql -!- c, Sen gt), 
деце сов зеп). } (4.10) 


donde с, y с, son constantes arbitrarias, y сї y сі, cierta combi- 
nación lineal! de estas constantes, 


Fig. 44 Fig. 45 


Aquí son posibles los casos siguientes: 

Yha=p+4) p::0,9%0. 

El factor e”, px 0, tiende a сего al crecer Ё, y el segundo 
factor de las ecuaciones (4.10), que es periódico, está acolado. 

Si fuese p=0 entonces, debido a la periodicidad de los segundos 
factores en el segundo miembro de las ecuaciones (4,10), las 
trayectorias serían curvas cerradas que rodearían al punto de reposo 
a— 0, y=0 (fig. 4.4). El factor е’, que tiende а cero al crecer £, 
р <, 0, transforma las curvas cerradas en espirales que se aproximan 
asintóticamente al origen de coordenadas cuando í — оо (fig. 4.5). 
Además, pam un valor de £ suficientemente grande, los puntos 
que se hallaban cuando 1 =, en cualquier ё —епіогпо del origen 
de coordenadas, cuen en un e—entorno dado del punto de reposo 
x=0, y=0, y соп el subsiguiente aumento de í tienden a dicho 
punto. Por consiguiente, el punto de reposo es asintóticamente 
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eslable; éste se Mama foco estable. El foco se diferencia del nudo 
en que la tangente а las (rayectorias no tiende a un límite deter- 
minado al aproximarse el punto de contacto hacia el punto de 
reposo. 
2) = рд. р> 0, 90. 
Este caso se transiorma en el anterior mediante la sustitución 
de 2 por —t. Por lo tanto, las trayectorias no se diferencian de 
las del caso precedente, pero el movimien- 
lo por éstas se efectúa en sentido contra- 
rio al crecer г (fig 4.6). Debido al 
factor creciente er, los puntos que se halla- 
ban еп el momento inicial arbitraria- 
mente próximos al origen de coordenadas 
se alejan al crecer £ de un e—entorno 
del origen, y el punto de reposo es ines- 
table. Esle se llama fico inestable. 
Diet q30 
Como ya fue señalado anteriormente, 
debido a la periodicidad de las soluciones, 
las trayectorias son curvas cerradas, que 
Fig 46 contienen en su interior al punto de repuso 
(fig. 4.4), llamado en esle caso centro. El 
centro es un «puto de reposo estable, puesto que para un e 0 
dado, se puede tomar un 5.»0 tal que las trayectorias cerra- 
das, cuyos puntos iniciales pertenezcan a un ó—entormo del 
origen de coordenadas, no salgan de los limites de un e —entorno 
de dicho punto o, lo que es lo mismo, se pueden escoger с, y с, 
tan pequeñas que las soluciones 


x= c,cosgt 1 cssengt, \ 
у =с.с05414 csengi | у 
satisfagan la desigualdad 
OC 
Obsérvese que, sin embargo, en este caso no hay estabilidad 
asintótica, ya que en (4.11) x() e y(f) no tienden a сего 
cuando {—+ оо, 
с) Las raíces son múltiples: ky 
1) ka= ke < 0. 
La solución general tiene la forma 
x()=(60+0B0 e, 
yl) = (са, Hope”; 
además no se excluye la posibilidad de que f,=f¿=0, en cuyo 
caso а, y % serán constantes arbitrarias. 
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Debido al factor с", que liende rápidamente a сего cuando 
t— æ, el producto (сца, -с,В, еке (11, 2) tiende a cero cuando 
Ia со, y Para un valor de 2 suficientemente grande, todos los 
puntos de cualquier ó—entorno del origen de coordenadas caen 
en un e—entornu dado de dicho punto; por consiguiente, el punto 
de reposo es asintóticamente estable. En la fig. 4.7 está repre- 
sentado un punto de reposo del tipo considerado, llamado, al 
igual que en el caso a) 1), nudo estable. Este mudo ocupa una 
posición intermedia entre el nudo a) 1) y el foco b) 1), puesto 


Y) 


MA, 
: ANS 


Pig 47 rig 48 


que para cualquier variación arbitrariamente pequeña de los 
coeficientes reales ауу, ауу, 2,1 у da, puede transformarse lanto en un 
faco estable como en un nudo estable del tipo a) 1), debido a que 
para cualquier variación arbilrariamente pequeña de los coeficion- 
les, la raíz múltiple puede transformarse tanto en un par de 
raíces complejas conjugadas, como en un par de raices reales 
diferentes. Si B, «f¿= 0, entonces también se obtiene un nudo 
estable (lamado nudo dicritcco). representado en la fig. 4.8. 

2) Si ki~ 70, la sustitución de £ por —: conduce al caso 
precedente. Por lo tanto, las trayectorias no se diferencian de las 
del caso anterior, representadas en las figs. 4.7 y 4.8, poro el 
movimiento por éstas se efectúa en sentido contrario. En este 
caso el punto de reposo se Мата nudo inestable, igual que en el 
сазо а) 2). 

Con esto quedan agotadas todas las posibilidades, ya que el 
caso k,=0 (6 £,=0) está excluido en virtud de la condición 


Observación 1. Si 


ац sl -0, 
[es sl =o. 
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entonces la ecuación característica 


ank an |. 
Ча. acM © 


tiene la raiz mula &,= 0. Supongamos que k,—0, pero №520. 
Entonces la solución general del sistema (4.6) tiene la forma 
хац срез, 

ds А 


Eliminando /, obtenemos la famulia de rectas paralelas 
Bry—c/a)-"B,1x—c,%). Cuando с, -0, obtenemos una familia 
monopatamétrica de puntos de repo- 
y so, situados en la recta ay=a,x. Si 
be 0, entonces, cuando (—,%, en 
cada trayecloria los puntos se apro- 
—Y хитап al punto de reposo х сүт, 
Y cyan que se halla en dicha trayec- 
toria (fig. 4.9) El punto de reposo 
x=, y 50 es estable, pero по hay 
estabilidad asintótica 
A Si,en cambio, k, `- 0, las lrayecto- 
2—4 rias estan dispuestas de la misma [ог- 
ma, pero el movimiento de los pun- 
tos por las mismas se efecláa еп 
Fig 49 sentido contrario, y el punto de 
reposo x=:0, y==0'es inestable. 
Si k,=*k,=-0, son posibles dos casos: 
1. La solución general del sistema (4.6) tiene la forma х = су, 
у = са: todos los puntos son puntos de reposo. Todas las solucio- 
nes son estables. 
2. La solución general tiene la forma 


хс, y= тс 


donde e] y є son combinaciones lineales de las constantes arbi- 
trarias с, y с,. El punto de reposo х2. 0, y=0 сз inestable. 
Observación 2. La clasificaci los puntos de reposo 
está estrechamente vinculada con la clasifiación de los puntos sin- 
gulares (véanse las págs. 60—62). 
En efecto, en el caso considerado, el sistema 


de 
анха any 
dy 

at = ахау, 


(4.61 
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donde 


an li 
ш aeo 


puede ser reducido, eliminando {. a la ecuación 


(4.19) 


cuyas curvas integrales coinciden con las trayectorias del movi- 
miento del sistema (4.6). Entonces el punto de reposo x=0, 
y=0 del sistema (4.6) es punto singular de la ecuación (4.12). 

Obsérvese que si ambas raices de la ecuación característica tie- 
nen parte real negativa (casos a) 1); b) 1); с} 1)], el punto de 
reposo es asinlóticamente estable. Si рог lo menos una raíz de la 
ecuación característica (Тепе parte real positiva [casos a) 2); a) 3); 
b) 2); с) 2)]. entonces el punto de reposo es inestable. 

Afirmaciones análogas son válidas también para el sistema de 
n ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes 


р "Жал @=1,2,...‚ л) (4.13) 
Si las parles reales de todas las raíces de la ecuación carac- 
terística del sistema (1.13) son negativas, la solución trivial 
хут 0 (0—1, 2, ..., n) es asintóticamente estable. 
En efecto, las soluciones particulares que corresponden a cierta 
raiz È de la ecuación caracterísiica tienen la forma (págs. 197 
y 200) 


хафи (=е1,2,..., п), 
si las k, son reales, 

ху ent (P,cosq.t ` үуѕепд, й), 
cuando k= pigi y finalmente, en el caso de raíces múltiples, 
las soluciones tienen la misma forma, pero están multiplicadas 
además рог ciertos polinomios Ру (г). Ёз evidente que todas las 
soluciones de esta forma, si las parles reales de las raíces son ne- 
gativas (р, << 0 o bien, si k.es real, k, <0), tienden a cero cuando 
{— оо en forma пп más lenta que се-"', donde с es un factor 
constante у—л <: 0, y mayor que la mayor parte real de las rai- 
ces de la ecuación característica. Por lo tanto, para un / suficien- 
temente grande, los puntos de las trayectorias, cuyos valores inj- 
ciales se encuentran en un -entorno cualquiera del origen de 
coordenadas, caen en un e-entorno arbitrariamente pequeño de dicho 
punto, y se aproximan indefinidamente al origen de coordenadas 
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cuando 1-» оо; es decir, el punto de reposo x,="0 (i=1, 2, ....1) 
es asintóticamente estable, 
Si, en cambio, la parte real de por Іо menos una raíz de la 
ecuación característica es positiva, ReR,—p, `+ 0, la solución de la 
оҗе*!, correspondiente a dicha raiz o, en caso de que 
k; sea compleja, su parte real (o imaginaria) ce” (B,cos 01 -r 
үреп) (j1. 2, -.., п} crecerá indefinidamente en valor 
absoluto al aumentar £ para valores de с de módulo arbitraria- 
mente pequeño y, por lo tanto, los puntos de estas trayectorias 
que se encuentran сп el momento inicial en un ó-entorno arbitra- 
riamente pequeño del origen de coordenadas abandonan, al aumen- 
tar ё, cualquier e-entorno dado de dicho punto. Por consiguiente, 
si la parle real de por lo menos una raiz de la ecuación caracte- 
ristita es positiva, entonces el punto de reposo x,==0 (j= 1, 
5 , п) del sistema (4.13) es inestable. 


Ejemplo 1. ¿Qué lipo de punto de reposo tiene el sistema de ecuaciones 


La ecuación caracteristica 


o bien 
PA] 
tene las raices ki =? + #; por lo tanto, el punto de reposo x=0, 4=0 es 
un foco inestable, ` _ a 
Fjemplo 2 x= —ax—2í es la ecuacion de osciluelones eláslicas, 


considerando el rozamiento о la resistencia del niedio (para b > 0). Pasunda al 
sistema de ecuaciones equivalente, obtenemos 


y 
eristica tiene la forma 


de donde k, ¿=—b + У 
Consideremos los casos siguientes: 

, о sea que la resistencia del medio no se toma en cuenta. Todos 
ntos son periódicos. El punto de reposo en el origen de coordenadas 
es un centro, 

2) 92-02 < 0, b>0, El punto de reposo cs un foco estable. Las osclla- 
ciones son amortiguadas. 

3) 22-01220, b>0, El punto de reposo es un nude estable. Todas las 
soluciones son amorliguadas y no oscilan, Este caso tiene lugar si la resistencia 
del medio es muy fuerte (60). 
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4) b < 0 (сазо de rozamiento negativo), ¿2—a* < 0. El punto de reposo es 
un foco inestable. 

5650, Ba =O (caso de rozamiento negativo grande). El punto de 
reposo es un nudo inestable, 

Ejemplo 3. Investigar la estabilidad del punto de reposo del sistema 
de ecuaciones 


La ecuación caracteristica tione 


o bien 


980, 
Es bastante difícil determinar las raíces de una ecnación cúbica en el caso 


neral: sin embargo, en el caso dado. una raíz se escoge con facilidad, ki = l- 
mo ésta tiene parte real positiva, se puede asegurar que el punto de reposo 
2=0, ичи, 2=-0 es inestable. 


$ 3. SEGUNDO METODO DE А. М. LIAPUNOV 


El eminente matemático ruso Alexandr Mijálovich Liapunov, 
a fines del siglo XIX desarrolló un método muy general de aná- 
lisis de la estabilidad de las soluciones del sistema de ecuaciones 
diferenciales 


И. хь ха х) 2 00 0) (4.18) 


el cual fue denominado segundo método de Liapunov. 

Teorema 4.1 (teorema de Llapunov sobre la estabilidad). 
Si existe una función derivable D(X,, Xy, ..., х„), lamada función 
de Liapunoo, que satisface, en un entorno del origen de coordena- 
das, las siguientes condiciones: 

1) обл. Xp -ees х,)220, y v=0 sólo cuando x,=0 (i=1. 
2, ..., п), es desir, la función v tiene un minimo estricto en el 
origen de coordenadas; 

п 


У ERU tu о... х.) 0 cuando 124. entonces el 
19" 


punto de reposo ху==0 (11, 2, .-., п) es estable, 
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La derivada 9 en la condición 2) se toma a lo largo de una 
curva integral, о sea que está calculada considerando que los argu- 
mentos д; (1—1. 2, ..., п) de la función облу, ха, +.. Xa) han 
sido sustituidos por la solución x,(f) 6 =1, 2, -.., n) del sistema 
de ecuaciones diferenciales (4.14). 


a de 


En efecto, bajo esta suposición $ = o, sustituyendo 


£ 
$i рог los segundos miembros del sistema (4.11), obtenemos final- 


mente 


до, 
ах 1 а ха 


Demostración del teorema de Liapunov sobre 
la estabilidad. En un entorno del origen (е coordenadas, al 


Fig. 410 кш ап 


igual que en un entorno de cualquier punto de mínimo estricto 
(fig. 4.10), las superficies de nivel v(x. Xp, ++ -» х„) = с de la función 
(Ху, Xp» + » -, Xu) Son superficies cerradas, que contienen en su interior 
al mínimo, es decir, al origen de coordenadas. Sea е > 0; para c ..0 
suficientemente pequeña, la superficie de nivel о = с se encuentra 
enteramente dentro del e-entorno del orígen de coordenadas*). pero 
no pa por dicho punto; por lo tanto, se puede tomar un 
8 >0 tal que el -entorno del origen se encuentre enteramente 


*) Más exactamente, por lo menos una componente cerrada de la superficie 
de nivel 0-с eslá contenida еп el «-entorno del origen de coordenadas. 


$ 3. Segundo método de A. M. Liapuaoy 21 


dentro de la superficie v =c, siendo en este entorno о <c. Si el 


punto inicial con coordenadas x, (tp) (1-1, 2, ..., n) se toma en 
el d:entorno del origen de coordenadas (iig. 4.11) y, por consi- 
guiente, 0(X,(t0), Xalo) >... Xalol} =c <c, entonces, cuando 


Ez tn el punto de la trayectoria, determinada por estas condicio- 
nés iniciales, no puede salir fuera de los límites del e-entomo del 
origen de coordenadas, y aún de los límites de la superficie de 
nivel v=¢, ya que debido a Ja condición 2) del teorema, la fun- 
ción v a lo largo de la trayectoria no crece y, por lo tanto, cuando 


t> to 
(<a <. 


Observación. А. M. Liapunov demostró el teorema sobre 
la estabilidad bajo hipót más generales; en particular, consi- 
deró que la función v puede depender también de /: о-=0(1. Xp 
Xe +: 1 Xu): En este caso, para que se cumpla el teorema de la 
estabilidad, hay que sustituir la primera condición por la siguiente 


9(х (4), xt), 


E E 0 ЖУ» шд E о... O 


en un entorno del origen de coordenadas, cuando tta, donde la 
función continua w tiene un mínimo estricto en el origen, v(t. 0, 
0, ..., M=w(0, 0, ..., 0)-"0; la segunda condición es la misma, 


Ж <0, sólo que en este caso 


de do, y 
att 


ti 


(la Ty х, 6). 


El esquema de la demostración queda igual; sólo hay que tomar 
en cuenta que debido a la condición 1) la superficie de nivel, que 
varía al variar b v(L. зү, х, „ permanece dentro de 
la superficie de nivel 2712. c para todo valor de 
t> le (fig. 4.12). 

Teorema 4.2 (teorema de Liapunov sobre la estabilidad 
asintótica). Si existe una función derivable de Liapunoo v(x, 
хь ә Sy que satisfaga las condiciones: 

1) ок, ха, -s Xa) tiene un minimo estricto en el origen de 
coordenadas: о(0, 0, ..., 0) — 

2) la derivada de la función v, calculada a lo largo de las cur- 
vas integrales del sistema (4.14) 


ALETA KIEO 
1% 


y fuera de un entornu arbitrarimente pequeño del origen de 
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coordenadas, о sea para Ў; 
B <p 0. donde $ es una conslante, entonces el punto de reposo 
xy =0 (i =l, 2, ..., л) del sistema 14.14) es asintólicamente estable, 

Demostración. Como las condiciones del teorema sobre la 
estabilidad se cumplen, entonces para todo e +0 existe un 5(e) >0 
tal que la trayectoria, cuyo punto inicial se encuentre en el 


026420, 1>To> fo la derivada 


dy 


Fig 4.12 


S-entorno del origen de coordenadas, по salga de los límites del 
e-entorno de dicho punto, рага t>f.. Por consiguiente, cuando 
4 > To, se cumple en particular la condición 2) a lo largo de esta 
trayectoria; por ello, a lo largo de ésta la función v decrece mo- 
nótonamente al aumentar f, y existe el límite de la función v 
cuando 2 — оо: 


m vit, (0, Xal) +, A (0)=2>0. 
Hay que demostrar que «=0. puesto que entonces de la con- 
dición 1) se tendrá que limx,(0=0 (i 2, ..., п), о sea que 
1 


Fi 2... п) es asintóticamente 


el punto de reposo x;=0 (i 
estable. Supongamos que а > 0; entonces la trayectoria рага! > fg 
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se encuentra en la región v>a у, por lo lanlo, fuera de un cierto 
Bj:entorno del origen de coordenadas, о sea en donde, según la 


condición 2), ш 


В <0 para 122 To. Moltiplicando la desigualdad 


S -P por dí e integrando а lo largo de la trayectoria desde Т, 
hasta £, ablenemos 


E о 00—00 (70), UA ES 
< pu To, 
o bien 


PCD а (0), OSA (Го), ха (Г), + 2a 075) 0—70). 


Parua un valor de г suficientemente grande, el segundo miembro 
es negativo у, por consiguiente, v(%(0), х.(0). -. . (0) 0, 
lo cual contradice a la condi- 

ción 1). 

Observación, El teorema 
sobre la estabilidad asintólica se 
generaliza al caso cuando la fun- 
ción v depende de t х, 
Ay» Si la primera сол! , 
en el teorema anterior, se susti- 
tuye por 


бй, хь хы а AA 
ха +, X0, 


donde la función w tiene un mi- 
nimo estricto en el origen de 
coordenadas y, aparte de esto, 
si se exige que la función u(Í, xı, Xp ..., х„) tienda а cero cuando 


É xi — 0, uniformemente con respecto а t. 
2, 


Teorema 4.3 (teorema de Chetáev sobre la inestabilidad). 
Si existe una función derivable (ху. Xy, ..., x,) que satisfaga en 
cierta h-entorno cerrado del origen de coordenadas las condiciones: 
1) en un entorno arbitrariamente pequeño U del origen de corde- 
nadas, existe una región (о 20), en la cual v>0, y v=0 en la 
parle de la frontera de lu región (т > 0) que se encuentra en О; 
2) en la región (о 2. 0) la derivada 


Н Ўл х х) >O, 
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y en la región (рад, 2-0, la derivada >, entunces el 


punto de reposo x, ==0 {i= 1, 2, , n) del sistema (4.14) es ines- 
table. 


Demostración. Tomemos el punto inicial xı (o) Xy (la). 

у... ХАМ en un entorno arbitrariamente pequeño del origen de 
coordenadas, en la región (v > Dl, DX (0). ха (0, +++ A A 
>0 (fig. 4.13). Debido a que @ >0 а lo largo de ta trayecto: 
ria, la función v no decrece a lo largo de la misma у. por lo 
tanto, mientras la trayectoria no abandone el h-entorno conside- 
rado del origen de cuordenadas, en el cual se cumplen las condi- 
ciones del icorema, la trayectoria debe permanecer en la región 
W> a). Supongamos que la trayectoria по abandona el h-entorno 
del origen, Entonces, debido a la condición 2), la derivada 
dp . 0 а lo largo de la trayectoria para 1% fa. Multiplicando 
esta desigualdad por d? e integrando, obtenemos: 

көң), ха о х (о С), хаа), о а (69) 22 PU LO 
de donde se deduce que cuando /—»оо la función v crece indefi- 
nidamente а lo largo de la trayectoria, lo cual se encuentra еп 
contradicción соп ја condición de que la trayectoria no sale fuera 
de los límites del h-entorno cerrado del origen, уа que en este 
entorno la función continua v está acolada. 

Observación. №. С. Cheláev demostró el leorema de la inesta- 
bilidad considerando que v puede depender también de 1, en este 
caso la hipótesis del teorema cambia un tanto, haciéndose nece- 
sario, en particular, exigir la acotación de la función v сп la 
región (0270) en el л-епіогпо considerado del origen. 


Ejemplo 1. Analizar la estubilidad de la solución trivial del sislema: 


La función v(x g=xt+ 
A, M. Liapunov sobre la este 


1) обе, y 0, 000, 01 

Da HI) 29 0. Fuera de un entorno 
del origen de coordenadas es 8с —В < 0 Por lo tanto, la solución x-=0, 
уте es asintóticamente estable. 

Ejemplo 2 Analizar la estabilidad de la solución trivial x=0, ya>0 
del sistema: 
de ds 


Gr. gr 


salisiace las condiciones del teorema de 
jad asintótica: 
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Ja, función ош, == tyi, satisface las condiciones del teorema de 
A. М: Lispunov sobre la estabilidas 


Dot хари 20, 000, 0) 
y tt =0 


Por consiguiente, la solución trivial х= 0, y==0 es estable. 
Ejemplo 3. Analizar la estabilidad del punto de reposo x==0, y=0 
del sistema de ecuaciones 


Ferte, 
dy 
й=®+%. 


La función о= х#— у satisiace las condiciones del teorema de N. б. Chetáev: 
1) v > 0, cuando jx] >| yl 


D DAA A > 0 para |х| > 10|, y para 


эга >0, es LP > 0. Por lo tonto, el punto de reposo xum0, узай es 
inestable. 


ҮР 4. Analizar la estabilidad de la solución trivial ху аа 0 (¿=1, 
2, +... n) del sistema de ecuaciones 


de Md 
=. e, (1,2...) 


si la función u (а, а... Xp) liene un máximo estricto en еј origen de coor- 
denadas 


'omemos como función de Liapunov la diferencia 


оба, з, soos a) (0, O, ..., 0) иа Ms са. лы}, 


la cual, evidentemente, se amila para x =0 ({-=1, 2, ..., л} y tiene un mínimo 
estricto en el origen de coordenadas. Bor lo tanto, esta función satisface la con- 
dición 1) del teorema de Liapunov sobre la estabilidad. La derivada a lo largo 
de las curvas Integrales es 


De este modo, las condiciones del teorema de Liapunoy se cumplen: por lo 
tanto, la solución trivial es estable, 

Ejemplo 5, Estudiar la estabilidad de la solución trivial x¿=0 {i 
2, ..., п) del sislema de ecuaciones 


dx; 
й 


ай) para ї #] y todas las aj (0) = 0. 


1 (0) xp donde ау 


? 
La solución trivial es estable, puesto que la función v= У) аў satisface las 


condiciones del teorema de Liapunov sobre la estabilidad: 


В W 3618 
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12320 y 010,0, ... 0)=0: 


¿NY ar 


u Mp. 


$4. ANALISIS DE LA ESTABILIDAD POR LA PRIMERA APROXIMACIÓN 


Para el análisis de la estabilidad del punto de reposo х; =0 
@= 1, 2, ..., n) del sistema de ecuaciones diferenciales 


O E O) 


donde f, es una función derivable en un entorno del origen de 
coordenadas, se aplica con frecuencia el siguiente método: como 
la función /, (0, ху, Xan <.. Xa) es derivable, el sistema (4.14) en 
un entorno del origen de coordenadas x,=0 (i=1, 2, ,.., m) 
puede representarse en la forma 


а Day (095, TR хь fs Е la 2,..., 1908.18) 


donde las R; son infinitésimos de orden mayor que 1 con respecto a 
y А ў xt; luego de esto, en lugar de investigar la estabilidad del 
punto de reposo x=0 (i=1, 2, , n) del sistema (4.15), se 
analiza la estabilidad de este mismo punto del sistema lineal 


Fa - E, 0%, ne 


llamado sistema de ecuaciones de primera aproximación тезрес{о al 

sistema (4.15). Las condiciones de aplicabilidad de este método, 

utilizado durante mucho tiempo sin ninguna base, fueron analizadas 

detalladamente рог А. M. Liapunov, y posteriormente generalizadas 

por muchos otros matemáticos, entre los cuales cabe nombrar en 

leer lugar а O. Perron, 1. G. Malkin, К. P. Persidski y 
‚б. Chetáev. 

E) análisis de la estabilidad del sislema de ecuaciones de pri- 
mera aproximación, claro está, es un problema mucho más fácil 
que el estudio del sistema original, en general no lineal] sin embargo. 
айп la investigación del sistema lineal (4.16) con coeficientes a; (1) 
variables es un problema muy complejo. Si, en cambio, todas las 
а, son constantes, es decir, si el sistema es estacionario en primera 
aproximación, la investigación de la estabilidad del sistema lineal 
(4.16) no posee dificultades principiales (véanse las págs. 217—218). 


, 2, .... а) (4.16) 
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Teorema 4.4. Si el sistema de ecuaciónes (4.15) es estacionario 
en primera aproximación, хі lodos los términos R, en un entorno 
suficientemente pequeño del origen de coordenadas, cuando 1>T > lp, 


га ж. 
satisfacen las desigualdades |R| <N] Y \ ‚ donde М ya 


м1 


son constantes, y а: .0 {о sea, st las R, по dependen de t, entonces 


М 


зи orden es mayor que 1 con respecto а J $) xt) y si todas las 
/ 


raices de la ecuación caracteristica: 


о а, 
ү ЕРЕ 1и 7 “т 
аа ёш ац 
tienen partes reales negativas, entonces las soluciones triviales x;=20 
(i-l, 2, ..,. п) del sistema de ecuaciones (4.15) y del sistema 


(4.16) son asintóficamente estables; por lo tonto, en este сизо es 
posible el análisis de la estabilidad por la primera aproximación. 


Teorema 4.5. Si el sistema de ecuaciones (4.15) es estacionario 
en primera aproximación, si todas las funciones R, satisfacen las 
condiciones del teorema anterior y si por lu menos una raíz de la 
ecuación característica (4.17) tiene parte real positiva, entonces los 
puntos de reposo x¡=0 (i-=1, 2, ..., n) del sistema (4.15) y del 
(4.16) son inestables. En consecuencia, en este caso también es po- 
sible investigar la estabilidad por la primera aproximación 


Los teoremas 4.4 y 4.5, desde el punto de vista de las limita- 
ciones que imponen a las raíces de la ecuación caraclerística, по 
abarcan solamente el llamado caso crítico, o sea, cuando lodas las 
partes reales de las raices de la ecuación característica no son posi- 
tivas, y además la parte real de por lo menos una raiz es igual 
а сего. 

En el caso crítico los términos no lineales R, comienzan a in- 
fluir sobre la estabilidad de la solución trivial del sistema (4.15) 
y la investigación de la estabilidad por la primera aproximación, 
en general, no es posible 

La demostración de los teoremas 4.4 y 4.5 se pueden enconlrar 
en el libro de 1. G. Malkin. 


Para dar una idea de los métodos de demostracion de estos teoremas, dare- 
mos la demostración del teorema 44, suponiendo que lodas las raices & de la 
ecuación caracteristica son геше y diierentes, 


В 0 1, Э, 02. л) kyky pata i 
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En rotaciones vectoriales, el sistema (4.15) y el (4.16) toman respectivamente 
las formas 


ах 
Ре XA R (4.15) 
ax 
AS (616) 


donde 


Mediante la transformación lineal no degenerada con coeficientes constantes 
X=BY, donde 


el sistema (4,161) se reduce a la forma BEY = ABY, o bien e B-'ABY. 
La matriz В se escoge de manera que B=!AB sea diagonal: 


һоп. .0 
оо :..0 
B-1AB=[0 0.0 
"Ж И? 
Entonces el sistema (4.16) se reduce u 


dy, 


akm GhR. n 


y el sistema (4.15), mediante la misua transformación, se reduce a 


de A Ril ye Ye + ОЭ, оп), Т 


+ 

жа aF 

donde [81 ( X y? ) „siendo ЯГ una magnitud constante, а > 0, #227. 
/ 


Para el sistema (4.16) una función de Liapunov que satisface las condiciones 
del teoréma sobre la estabilidad asintótica es 


А 
ar 
a 

En efecto, 


П (д. Yee -+e 00) 20. 000, O, ..., 00; 


al 


т 


$ 4. Análists de la estabilidad por la primera aproximación 229 


para y; sulicientemente pequeñas, debido a que lodas las k; < 0 y a que la suma 
п 
duplicada 2 У) р, para p; suficientemente pegueñas puede hacerse menor que 
1 


la suma У) kjg? en valor absoluto. 
“ 


Por último, fuera de un entorno del origen de coordenadas es 
de 
0. 


Ejemplo 1. Analizar la estabilidad del punto de reposo z=0, y=0 del 
sistema 


de 
ЕА а) 
ГАЯ +s. 
Los términos no lineales satisfacen las condiciones de los teoremas 4.4 {, 44 
т 


Analicemos la estabilidad del punto de reposo x=0, у =-0 del sistema de pr 
aproximación 


E 
1; ал) 
Gs hr 

La ecuación caracteristica | T" [Z |=0 liene los raices Аа 1 6 por 


lo tanto, en virtud del leorema 4.5, el punto de reposo de los sistemas (4.19) 
y (4.20) es inestable. 

se Jemplo 2. Analizar la estabilidad del punto de reposo х0, y=0 del 
sistemo 


de 
E ох Въ Ya 
a ч | «2 


dy 
qe —Iy—cos y. 


Desarrollando seny, e“ y cosy por la fórmula de Taylor, escribimos el 
sistema en la forma 


tx 
dt 

donde R, y Ra satisfacen las condiciones de los teoremas 4.4 y 45 
Las raíces de la ecuación característica |2,48, | Zo para el sistema 


=2 dy Ri 


=l —3—k 
de primera aproximación 
dr a Ж... к. 
шо» ш-—=—% (4.29) 


tienen partes reales negativas, Por lo tanto, el punlo de reposo 4==0, y=0 de 
los sistemas (4.21) y (4,22) es asinluticamente estable, 
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Ejemplo 3. Analizar la estabilidad del punto de reposo x==0, y=U del 


sistema 
Ea, | 
= 4.2) 
ap. 
La ecuación caracteristica | TÈ 4-20 del sistema de primera aproxima- 


ción tiene raices Imaglnarias puras, es decir, se diene un caso critico. El análisis 
por la primers aproximación no es posible. En este caso es fácil escoger le fun- 
ción de Liapunov 
A 
1) аж 7-0, 000, 010: 


D Lor Ay) 404 e) — 8 0, 
y fuera de cerlo entorno del origen de coordenadas cs hahe 0. Ри cone 
siguiente, el punto de reposo x=0, у—0, en virtud del leorema del рага йо. 
anterior, es виса е estable. y is 


Detengámosnos más detalladamente en el último ejemplo. El 
sistema de ecuaciones de primera aproximación 


2—4), oa (4.24) 


tenía un centro en el origen de coordenadas. Los lérminos no linea- 
les del sistema (4.23) transformaron este centro en un foco establo, 

En el caso general también se observa un cuadro geométrico 
análogo, pero un tanto más complicado. Supongamos que el sistema 
de primera aproximación pasa el sistema 


(4,25) 


bay алдо Ёл, ху), 
= бш + Ora a Ral a) 


tiene un punto de reposo tipo centro en el origen de coordenadas. 
Supongamos, también, al igual que en la pág. 226, que los términos 
no lineales R, (х,, ха) Y Ё, (х,. xa} son de orden mayor que | con 
respecto а х7 7x3. Estos términos no lineales son, еп un entorno 
suficientemente pequeño del origen de coordenadas, pequeños con 
respecto a los términos lineales, pero de todos modos éstos defor- 
man un poco el campo direccional determinado por el sistema lineal 
de ecuaciones de primera aproximación. Por eso la trayectoria que 
sale de cierto punto (х,. yo) se desvía un tanto después de das una 
vuelta alrededor del origen de coordenadas, con respecto a la trayectoria 
del sistema lineal que pasa por el mismo punto y, en general, no 
сае en el punto (ха. yo), es decir, la trayectoria no se cierra. 
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Si después de esta vuelta alrededor del origen todas las trayec- 
torias se acercan al mismo, entonces еп el origen surge un foco 
estable; si, en cambio, las lrayectorias se alejan del origen, surge 
un foco inestable. 

Como excepción, es posible lambién el caso en que todas las 
trayectorias del sistema no lineal, situadas en un entorno del origen 
de coordenadas, sigan siendo cerradas. Sin embargo, hay que con- 
siderar que el caso más tipico es cuando sólo algunas curvas ce- 
rradas (puede ser que ningunas) permanezcan cerradas, y las restantes 
se conviertan en espirales, 


y 


Fig 414 Fig, 4:15 


Tales trayectorias cerradas, en cuyo entorno todas las trayecto- 
rias son espirales, se Матап ciclos limite. 

Si las trayectorias próximas al ciclo límite son espirales que 
se aproximan al ciclo cuando / — оо, entonces éste se llama estable 
(fig. 4.14); si las trayectorias cercanas al ciclo limite son espirales 
que se alejan del mismo cuando { —› оо, entonces éste se Пата 
inestable; si por un lado del ciclo límite las espirales se acercan 
al mismo cuando / —> оо y por el otro se alejan de él (fig. 4.15), 
entonces el ciclo límite se llama semiestable. 

De esta manera, el paso del sistema de primera aproximación 
(4.16) al sistema (4.25) conduce, en general, a la transformación 
del centro en un foco, rodeado de p ciclos limite (el caso p=0 
no se excluye). 

En la pág. 157, al investigar las soluciones periódicas del sistema 
cuasilineal autónomo 


Хасс ру (к, Хх, р), (4.26) 


ya поз encontramos соп un fenómeno análogo. En efecto, 
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sustituyendo (4.26) por el sistema equivalente se obtiene 


e \ 42 

y= —@х гб, y. ру. 1 cag 
El sistema lineal correspondiente: 

iy, Y —Ф@х 

tiene un punto de reposo tipo centro en el origen de coordenadas; 
al agregar términos no lincales, pequeños para p pequeños, el centro 
se convierte, en general, en un foco rodeado de algunos ciclos límite, 
cuyos radios precisamente se delerminan de la primera ecuación 
de (2.128), pág. 159 

La diferencia entre los casos (4.25) y (4.27) consiste sólo en 
que los términos R, у R, son pequeños solamente en un entorno 
suficientemente pequeño del origen de coordenadas, mientras que 
en el caso (4.27) el sumando pf(x, y. p} puede hacerse pequeño 
para y suficientemente pequeño no sólo en un entorno pegueño del 
origen de coordenadas. 

En el ejemplo 2 (pág. 159) para pequeños p surge un ciclo 
límite en un entorno de la circunferencia de radio 6 con centro en 
el origen de coordenadas, que es una trayectoria de la ecuación 
generadora. 

En las aplicaciones, a los ciclos límite estables les corresponden 
comúnmente procesos auto-oscilatorios, o sea procesos periódicos en 
los cuales pequeñas perturbaciones no cambian práclicamente la 
amplitud y la frecuencia de las oscilaciones. 


$ 5, CRITERIOS DE NEGATIVIDAD DE LAS PARTES REALES 
DE TODAS LAS RAICES DE UN POLINOMIO 


En el parágrafo anterior el problema sobre la estabilidad de la 
solución trivial de una amplia clase de sistemas de ecuaciones 
diferenciales fue reducido al as is de los signos de las partes 
reales de las raíces de la ecuación característica. 

Si la ecuación característica es de grado elevado, entonces su 
resolución es muy difícil; por ello tienen gran importancia los 
métodos que permiten determinar si las raíces tendrán o no parte 
real negativa, sin resolver Ja ecuación. 


Teorema 4.6 (teorema de Hurwitz). La condición necesaria 


y suficiente para que las partes reales de todas las raices del po- 
linomio 


Pearl. та, 3210, 
con coeficientes reales sean negativas, es que todos los menores dia- 
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gonales principales de la matriz de Hurwitz 


а ERD 0 
lay aja 1...0 
а аца, а, ... 


sean positivas. 

En la diagonal principal de la matriz de Hurwitz están los 
coeficientes del polinomio, tomados en su orden de numeración, 
desde a, hasta a,. Las columnas están formadas sucesivamente рог 
coeficientes con Índices sólo pares o sólo impares, incluyendo tam- 
bién el coeficiente a, 1; por lo tanto, el elemento бу de la matriz 
єз ba = aya. Todos los coeficientes que faltan, es decir, los coefi- 
cientes con Índices mayores que п ó menores que 0, se sustituyen 
рог ceros. 

Designemos los menores diagonales principales de la matriz de 
Hurwitz de la siguiente manera: 


ed alo 
M lah аа ||, ааа m. 
` ау 04 а, 
410.0 
а а 0 


Аја а а 


@@ 0 а, 

Obsérvese que, como А„= %,.за,, la última de las condiciones 
A, >O, As +0, +, A, > б де Hurwitz puede sustituirse por a, >0 *). 

Apliquemos el teorema de llurwitz а los polinomios de segundo, 
tercero y cuarto grado. 

а) 221 дг La, 

Las condiciones de Hurwitz se reducen a a,:>0, а, ;+0. Estas 
desigualdades en el espacio de los coeficientes a, y a, determinan 
el primer cuadrante (fig. 4.16). En la fig. 4.16 se representa la 
región de estabilidad asintótica de la solución trivial de cierto 
sistema de ecuaciones diferenciales que satisface las condiciones del 
teorema 4.1, si 24 ayz -| a, es su polinomio característico. 


b) 2+ a2? +a, -+ a, 


*) Obsèrvese que de las condiciones de Hurwilz se deduce que lodas las ap >0; 
sin embargo, la positivulad de todos los coeficientes no es suficiente para que 
las partes reales de їо» las raices scan negativas, 
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Las condiciones de Hurwitz se reducen a a, 7-0, аш, а, +0 
а, > 0. La región determinada por estas desigualdades en el espaci 
de los coeficientes eslá representada en la fig. 4.17. 


(2.021 0270240 
Las condiciones de Hurwitz se reducen a 


a, 20, aya¿—a, +0, (да,—а)а,—а{а‚ 0, 0410, 


Para los polinomios considerados, las condiciones de Hurwitz 
son muy cómodas y de fácil comprobación, pero al aumentar el 
grado del polinomio, dichas condiciones se complican con gran 
rapidez, y frecuentemente en 
lugar de éstas es mejor apli- 
car otros criterios de negati- 
vidad de las parles reales de 
un polinomio. 


A 


N 
NUUA 


SS 


Fig. 416 Fago 417 
Ejemplo. ¿Para qué valores del parametra a la solución trivial x,=0, 
x3=0, x,=0 del sistema de ecuaciones diferenciales 


dx, dt, 
Bar = 3а, аан іза 


es asintólicamente estable? 
La ecuación característica tiene la forma 


о bien FR 6=0, 


Según el criterio de Hurwitz, las condiciones «le estabilidad asintótica serán 
0,>0, диза >0, a, >0. Estas condiciones en este caso se reducen a 
—@—6>0, de donde æ <—6, 
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$ 6. CASO DE UN COEFICIENTE PEQUEÑO EN 
LA DERIVADA DE ORDEN MAYOR 


El teorema sobre la dependencia continua de la solución con 
respecto al parámetro (véase la pág. 56) afirma que la solución 
de la ecuación diferencial х(0) — (1, x(t), p) depende en forma 
continua del parámetro p si en la región cerrada de variación de 
1, x y p considerada la función f es continua respecto a sus argu- 
mentos en conjunto, y satisface la condición de Lipschitz respecto ax: 


1 x, р) РО, х, В А |, 
donde N по depende de 1, х у p. 

Еп los problemas de la física у la mecánica las condiciones de 
este Іеогета generalmente se cumplen; sin embargo, en las aplicacio- 
nes se encuentra con relativa frecuencia un caso de dependencia dis- 
continua del segundo miembro con respecto al parámetro, a cuyo 
estudio precisamente se dedica este parágrafo, 

Consideremos la ecuación 


а =, х), (4.28) 


donde p es un parámetro pequeño. El problema consiste еп aclarar 
si se puede о no despreciar el término ит para pequeños valores 


de |p], es decir, sustituir aproximadamente la solución de la ecua- 
ción (4.28) por la solución de la llamada ecuación degenerada 


Fit, х) 0. (4.29) 


Aquí no se puede aplicar el teorema sobre la dependencia continua 
de la solución con respecto al parámetro, puesto que el segundo 
miembro de la ecuación 


UE) (428) 


es discontinuo cuando p = 0. 

Supongamos por ahora, para simplificar, que la ecuación dege- 
nerada (4.29) tiene sólo una solución х ~ ф (1). Supongamos también, 
para fijar ideas, que p · 0. Cuando el parámetro p tiende а cero, 
la derivada £ de las soluciones de la ecuación 4 =! х), еп 
cada punto en el cual /(/. х) #0, crecerá indefinidamente en valor 
absoluto, teniendo el mismo signo que la función /(1, x). Por con- 
siguiente, las tangentes a las curvas integrales en todos los puntos 
еп los cuales Ё (7, х» 520, cuando и-— 0 tienden a una dirección 
paralela al eje Ox, además, si ftf, х) > 0, la solución x(2, p) de 
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la ecuación (4.28,) crece al aumentar f, puesto que 2.20, y si 


їй, x) 20, la solución x(£, p) decrece al decrecer 1, ya que 4 «< 0. 


Consideremos el caso a) representado en la fig. 4.18, en el cual 
el signo de la función fié, x) cambia de j-a—al cruzar la gráfica 
de la solución x=ọ4) de la ecuación degenerada, si x aumenta 
y t queda Fijo. 

El campo de direcciones de las tangentes a las curvas integrales, 
para un p suficientemente pequeno, se indica con flechas. El campo 


Hat)> 


ин 
ин 


Fig. 4.18 Eng, 4.19 


de direcciones tiende a la gráfica de la raíz de la ecuación 
degenerada. Por consiguiente, para cualesquiera valores iniciales 
өү la curva inlegral que éstos determinan, que es casi para- 
lela al eje de las Ox, tenderá a la gráfica de la raíz de la ecua- 
ción degenerada y, al crecer ¿, ya no podrá abandonar un entorno 
de esta gráfica. Por consiguiente, en este caso, cuando #2 f, `> tos 
para un р suficientemente pequeño se puede sustituir aproximada- 
mente la solución x(t, p) de la ecuación (4.28) por la solución de 
la ecuación degenerada. En este caso, la solución x= (1) de la 
ecuación degenerada se llama estable. 

Consideremos el caso b). El signo de la función / (£, x) cambia 
de—a-+al cruzar la gráfica de la solución х= (£) de la ecuación 
degenerada, si x aumenta y £ queda fijo. En la fig. 4.19 está re~ 
presentado el campo direccional de las tangentes a las curvas inte- 
grales para p suficientemente pequeño. En este caso es evidente 
que cualesquiera que sean los valores iniciales x (2) = хо que satis- 
fagan sólo la condición / (fo, ха) = 0, la curva integral que éstos 
determinan, para un p suficientemente pequeño se aleja, teniendo 
una tangente casi paralela al eje Ox, de la gráfica de la solución 
х= (f) de la ecuación degenerada. En este caso, la solución х= Ф (1) 
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de la ecuación (4.29) se llama inestable. Enel caso de inestabilidad no 
se puede sustituir la solución х == х (t, u) de la ecuación original por la 
de la ecuación degenerada; en otras palabras, no es posible despreciar 
el término p #7 en la ecuación y $=} (f, x), por pequeño que sea р. 

Es posible un tercer caso, llamado de semiestabilidad, el caso с): 
el signo de la función f(£, x) no cambia al cruzar la gráfica de la 
solución de la ecuación degenerada. En la fig. 4.20 se representa 
el campo direccional en el caso de una solución semiestable х =p (f). 


Fig. 4:20 


En el caso de semiestabilidad, por regla general, tampoco es 
posible sustituir aproximadamente la solución x=x(f, р) de la 
ecuación original por la de la ecuación degenerada, ya que, en 
primer lugar, las curvas integrales delerminadas por las condiciones 
iniciales que se encuentran a un lado de la gráfica de la soluc бл 
x= (0), se alejan de dicha gráfica. En segundo lugar, las curvas 
integrales que se aproximan а la gráfica de la solución x= (f) 
pueden atravesarla y pasar al lado inestable (fig. 4.20), y después 
alejarse de ésta. Por último, aún si la curva integral x= x (f, u) 
permanece en un entorno de la gráfica de la solución por su lado 
estable, las perturbaciones, inevitables en los problemas prácticos, 
pueden hacer que la gráfica de la solución x= x(t, u) pase al lado 
inestable de la gráfica de la solución de Ја ecuación degenerada, 
Juego de Jo cual la curva integral x=x(f, д} se aleja de ésta. 


Obsérvese que si 2£--0 en la gráfica de la solución de la ecua- 


ción degenerada, entonces la solución x= (1) es con toda seguridad 
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estable; si, en cambio, 22:0, entonces la solución es inestable. 


En efecto, en el primer caso, en un entorno de la curva x =G(0) 
la función f decrece al crecer x y, por lo tanto, cambia el signo 
de -+a —, y en el segundo, crece al aumentar x, por lo que 
al atravesar la gráfica de la solución x= (^) la función f cambia 
su signo de —a |-. 

Si” la ecuación degenerada {сле varias soluciones x— q; 1/) en- 
tonces hay que investigar la estabilidad de cada una de ellas, 


jea 
Е ТОННЫН 


Fig 421 


Además, según la elección de las condiciones iniciales, las curvas 
integrales de la ecuación original pueden comportarse en formas 
diferentes cuando p — 0. Por ejemplo, en el caso de las tres solu- 
ciones x= q, (1) ({ = 1, 2, 3) de la ecuación degenerada, representadas 
en la fig. 4.21, cuyas gráficas no se cortan, las soluciones x=x (ё, p), 
ш> 0, de la ecuación original, determinadas por puntos iniciales 
que se encuentran por encima de la gráfica de la funcion x= Q; (0), 
tienden, para #> 1, y p—0, hacia la solución estable x=q, (0) 
de la ecuación degenerada. Las soluciones х = х (і, p), determinadas 
por puntos iniciales que se encuentran debajo de la gráfica de la 
función х= (1), tienden, para £ `> 1, y u — 0, a la solución estable 
x=qu(1) de la ecuación degenerada (fig. 4.21). 
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Ejemplo 1. Delerminar si la solución x=x(/, p) de la ecuación 
ле h > 0, que satisface la condición inicial (0). xy tiende о no 


в 

a 

а la solución de la ecuación degenerada x—£=0, cuando í > ts y u — 0. 

La solución х (0, ¡Y no tiende а la solución de la ecuación degenerada 
puesto que la solución de esta úllima es inestable, debido a que 

>0 (lig. 4.22 


Ejemplo 2 La misma pregunta para la ecuación 


ГЕ senties 
La solución de ln ecuación degenerada х= 2 In| sen 1] —In3 es estable, puesto 
disen 100) a 
que Т6) gea е 0 Por consiguiente, la solución хел, н) de la 


7 
ecuación inicial tiende а lo solución de Ja ecuacion degenerada рага! > fy 


cuando pe — 


Еш. 422 Fig 4.23 
Ejemplo 3. Lo misma pregunla para la solucion е Ја ecuacion 
d! 2, 
ngat De 20, хха. 


De las dos soluciones х -0 y х= 41 de 1 


ecuación degenerada 


x+ 1)=0, la prinera es inestable, debido o те. B41 >o. 
les 
y lo segunda, estable, puesto que SEE 8160 


-d el punto inicial Çe, xa) se halla cu el semiplano superior х > 0, la curva 
integral de la ecuación orginal tiende, para н — 0, 2 la gráfica de la solución 
AT de la ecuación degenerada (lig. 4.23), y permanece en un entorno 
de ésta 

i, еп 
Ла х (0) 
peo 


ibio, el punto inicial está єн el semiplano inferior х < 0, entouces 
=o para £> fy (ш. 4.23). 
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Para las ecuaciones de n-ésimo orden 
кх" А х,®,х,..., 2070) 


y para los sistemas de ecuaciones diferenciales surge también el 
problema sobre la dependencia de la solución de un coeficiente p 
pequeño en la derivada de orden mayor. 

La ecuación de n-ésimo orden puede reducirse a un sistema 
de ecuaciones de primer orden por el método habitual (véase la 
pág. 88); por lo tanto, ci problema fundamental consiste en el 
análisis de los sistemas de ecuaciones de primer orden con uno 
o varios coeficientes pequeños en las derivadas. Este problema ha 
sido estudiado detalladamente por A. М. Tijonov y por А. В. Vasilleva. 


$ 7. ESTABILIDAD BAJO PERTURBACIONES DE ACCION CONSTANTE 


Si el sistema de ecuaciones estudiado 


аа бахь EOE (4.30) 


а 
@=1,2,....л) 

se somete a pequeñas perturbaciones de corta duración, entonces 

el sistema (4.30), en el pequeño intervalo de variación de 

t, St Tm debe ser sustituido por el sistema perturbado 


а П 
Т 
ху) х) ({—1,2,...,п), 


donde todas las R, (l, ху, Xy -.. х,.) son pequeñas en valor absoluto. 


2) los valores iniciales un tanto 


y) es la 
del sistema 
e (430), y todas las б, son peque- 
Ра ñas en Valor absoluto рата peque- 
ñas|R,|, en virtud del teorema 
sobre la dependencia continua 
Fig. 4.24 de la solución respecto al pará- 
metro (fig. 4.24) 
Por consiguiente, la ac de perturbaciones de corta duración 
se raduce еп última instancia a perturbaciones de Jas condiciones 
iniciales, y el problema de la estabilidad con respecto a dichas 
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perturbaciones de corta duración—o, como se Патап por lo general, 
instantáneas —se reduce al problema de la estabilidad según Lia- 
punov, considerado más arriba. 

Si, en cambio, las perturbaciones son de acción constante, el 
sistema (4.30) debe ser sustituido por el (4.31) para todas las £ > lp, 
y, бие un problema completamente nuevo: el estudio de la estab 
idad bajo perturbaciones de acción constante. Este problema fue 
estudiado por I. G. Malkin y por G. N. Duboshin. 

Igual que al investigar la estabilidad según А. М. Liapunov 
se puede, por el cambio de variables х= y; —ẹ; (1) (¿—1, 2 
transformar la solución estudiada y=q,(0(i=1,2,... 


sistema =O; (f, Y Иа, 5:20) @=1,2,...,л) еп la solución 


trivial х,<=0({=1,2,...,л) del nuevo sistema. Por esto, en lo 
sucesivo se puede considerar que se investiga la estabilidad bajo 
perturbaciones de acción constante de la solución trivial 
x,=0(i=1,2,... , n) del sistema de ecuaciones (4,30). 

La solución trivial del sistema (4.30) se llama estable con res- 
pecto a las perturbaciones de acción constante, si para todo e >0 


existen 6,>0 y 6, „0 tales que las desigualdades 2 RÓS 
£ 


А 
рага {>> УД 82 implican que 


a 
2 xÈ (i) < el cuando t> fa, 
є 
donde x,()(=1,2,...., п) es la solución del sistema (4.31), deter- 
minada por las condiciones iniciales x,(()=x (i= 1, 2, ..., n). 
Teorema 4.7 (teorema de Malkin). Si para el sistema de 
ecuaciones (4.30) existe una función derivable de Liapunov 
WÁL, Xis Xar +- -+ Xn) que satisjaga еп un епіогпо del origen de coor- 
denadas, para 1> 4, las condiciones siguientes: 
Гобуда о) (ху, ху... Xu) >O, (1, 0,0, .,0)=0, 
donde w, es una función continua que se anula sólo en el origen 
de coordenadas; 


2) las derivadas 2. (s—1, 2. ...,n) están acofadas en valor 
absoluto; 


Р dede, y do 

3) la derivada =g У Gt 019950, 
donde la junción contínua (ху. Xs. .-.,X,) Se puede anular sólo 
en el origen de coordenadas, entonces la solución trivial del sistema 
(4.30) es estable con respecto a las perturbaciones de acción constante. 
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Demostración. Obsérvese que. en virtud de que las deri- 
vadas& (s +1, 2,-...1) están acoladas, la función v tiende а cero 


cuando 2 si— 0 uniformemente con respecto а £ para £> fo уа 
Je п 

que рог el icorema del valor medio, t (f, Xi. Xas- + Xp) $ ES Si 

donde FA son las derivadas calculadas para ciertos valores inter- 


medios, ‘enire 0 y хі 1,9,.... п), de los argumentos Xy) Xas +1 Xue 
Obsérvese también que, fuera de cierto $—enlorno del origen 


o sen, cuando э}: $ y рага ¿>4, еп virtud de las 
condiciones 2) У 3), la derivada 


мру 
E п- EaR S40 


para R, suficientemente pequeñas en yalor absoluto (i= 1, 2, |., n). 
Fijemos un е. бу Tomemos cierta superficie de nivel (o una 
de sus componentes) ш, -/, 2 0, contenida integramente en el 
e-—entorno del origen de coordenadas. 
La superficie de nivel v(t, £y Xy. ) -/, que cambia al 
variar 17210, se halla. debido a la adición 1), dentro de la super- 
ficie de nivel ш {у al mismo tiempo, como la función v tiende 


х}— 0 uniformemente respecto а f, se encuentra 


а cero para 


6,—entorno del origen de coordenadas, en el үч 
м)— 


fuera de сіе 
о, 1. Por consiguiente, en la superficie de nivel о (/, лү, ху, 
para cualquier t >f, la derivada 


de _de 


а IÓ! Eh = R, 


si 2 ВР < ô, 6, > 0, donde 6, es suficientemente pequeño. La tra- 


vectoria determinada por un punto inicial x; (4) =xp(¿=1,2,....1) 
ше esté en el $, —епіогпо considerado del origen, no puede salir 
le los límites del e —entorno de dicho punto, рага ә Еп efecto, 
debido а la elección de ô, es v 7 са) E y, рог lo 
tanto, si para 1221, la trayectoria saliera del e —entorno О aunque 
sea de los límites de la superficie de nivel w,=/. entonces ésta 
debería cortar рог primera vez la superficie de nivel 
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Фф, Xy Xa -+ Xu) рага cierto valor 2 = Т, y en un entorno del 
punto de. intersección, a lo largo de la trayectoria, la función y 
debería crecer, y oblendríamos una contradicción con respecto a la 
condición 275—2. 0 a lo largo de la trayectoria en los puntos 
de la superficie de nivel v(t, ху, х, ATA 
Comparando las condiciones del teorema de Malkin con las del 
teorema de Liapunoy sobre la estabilidad asintótica (véase la obser- 
vación de la pág. 223), vemos que éstas casi coinciden. En el teo- 
rema de Malkin se tiene solamente la condición complementaria 
de acotación de las derivadas È (s=1,2,..... n); en consecuencia, 
A 
Та estabilidad asintótica y la estabilidad con respecto a las pertur. 
baciones de acción constante son propiedades si no coincidentes, al 
menos muy cercanas. 


Ejemplo 1. ¿Es estable con respecto a las perturbaciones de acción cons- 
tante а solución trivial x— 0. y -=0 del sislema de ecuaciones 


donde а y b son constantes? 

Una función de Lianunoy que satisface fodas las condiciones del teorema 
de Malkin es v= bir" paty 

Por lo tanto, el punto de reposo х--0, y=0 es estable con respecto а lus 
perluirbaciones de acción vonstante, 

Ejemplo 2 Analizar si es estable о по el punto de reposo 
e Óli=1,2, ..,m) del sistema 


ак РП. куз з, at) 1, 2 


эл) (4.32) 


con respecto a las perlurbaciones de acción constante, si todas las оу son cons- 
james, y la R; satisfacen las condiciones del teorería de Liapunov, pág. 227 
es decir, 


‚@ >0, Y rs una constante, y todas las raices de la 


ecuación caracterislica del sistema de primera aproximación son diferentes 
y negalivas. 


En la pág, 22%, despues del cambio de variables que reduce la parte lineal 
de la ecuación (4.32) a la forma canónica, fue indicada la función de Linpunoy 


ví que satisface lodas las condiciones del teorema de Malkin. Por con- 


siguienle, el punto de reposo 5;=0( эз лу es estable con respecto а las 


perturbaciones de acción constante 
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El mismo resultado se puede obtener si se considera que las partes reales 
de todas las raíces de la ecuación característica, entre las cuales puede haber 
múltiples, son negativas, sólo que en este caso la elección de la función de 
Liapunov se complica mucho. 


EJERCICIOS PEL CAPITULO 4 
1. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0, del sistema 


de 
GTA 
dy_ 

a tse 


2. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0, 2=0 del sistema 


de dy de 
sy pad Ye 


ds ® Ф дё valores de a el punto de reposo x=0, y==0 
ay Y ay 2, q =02—. 
DT Был 9—5 85 estables 

4. ¿Para qué valores de а el sistema 


=0 del sistema 


de 
astar, 


+ 


tiene punto de reposo x=0, y=0 estable? 
SPVA qué límite tiende la solución de la ecuación diferencial 


пое RO, rsl 


cuando p- > 0, p> 0, П 
6. ¿A qué айе Uende la solución de la ecuacion diferencial 


tsrs. 0) =5, cuando p— 0, p> 0, t> 2 


7, Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del sistema de 
ecuaciones 7 
tx 


ах е —‹ 
p = е cosy, 
0 E 

y =g seng. 


в. ¿Es estable con respecto a las perturbaciones de acción constante la solu- 
ción x=0, y=0 del sistema de ecuaciones 
dx 
dí 
Жы 
dt 


auh, 


Sp? 
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9. ¿Es estable la solución x=0 de la ecuación 
xp + 2542: =0? 
10. ¿Es estable la solución ха 0 de la ecuación 
AD 0> 
11. ¿Que clase de punto de reposo x=0, y=0 tiene el sistema de ecuaciones 


de de, М 
ШЕК» y 


12, Determinar la solución periódica de la ecuación 24-25 4- 2e=senf е 


investigar su estabilidad. 
14, xP Dr bx-+31=cús £ ¿Es estable la solución periódica de esta ecuación? 
Ж Analizar la bilidad del punto de reposo х == 0, у ғә 0 del sistema de 
ecuaciones 


хер, фе 
15. Analizar la estabilidad de las soluciones del sistema de ecuaciones 
iy pet, 
ГЕТЕ 
16. Investigar la estabilidad de la solución trivial de Ја ecuación 
14231 47 sh x=0, 
17. Analizar la estabilidad de la solución trivial de la ecuación 
E (a—1)34(4—a) x=0, 


donde а es un parametro, 
18. Determinar si es estable o no la solución х 2x0, yw 0 del sistema 


х=3у—9, йе 4—30 


bajo perturbaciones de acción constante. 
19. Determinar sí es estable o no la solución trivial del sistema 


X (t)= AX (0), 
donde X (4) es un vector del espacio tridimensional, у 


12 
а-(011). 
M31 
20. Investigar la estabilidad de las soluciones de la ecuación 
нй Не. 
21. Analizar la estabilidad de las soluciones de la ecuación 
x+9r=sent. 


22. х-- к= соз, Hallar la solución periódica e investigar su estabilidad. 
23. Hallar la región de estabilidad de 


+0 (l—a)x=0. 


24. х-+-х-|-п®х--5юх=0. Hallar la región de estabilidad. 


CAPITULO 5 


Ecuaciones en derivadas parciales 
de primer orden 


1. CONCEPTOS GENERALES 


Сото ya jue señalado en la introducción (pág. 12), se laman 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a aquéllas en las que 
las funciones desconocidas son funciones de más de una variable 
independiente, 
juchos fenómenos físicos se describen mediante ecuaciones dife- 
renciales en derivadas parciales. La ecuación 

det, сш 

(1 la! d 
describe la propagación de los rayos luminosos en un medio по 
homogéneo con índice de refracción n(x, y, 2). la ecuación 


(тка 


describe la variación de la temperalura de una barra; la ecuación 
A 
PO 


es la ecuación de las oscilaciones de una cuerda; a la ecuación de 
Laplace 

Ка йү 

VETO 708 
la satisface el polencial del campo en las regiones que no contienen 
cargas, ele. 

En este capítulo estudiaremos brevemente sólo los métodos de 
integración de las ecuaciones en derivadas parciales de primer or- 
den, cuya teoría está estrechamente ligada a la integración de 
ciertos sistemas de ecuaciones ordinarias. 

Las ecuaciones en derivadas parciales de orden mayor, que se 
integran por métodos completamente distinlos, son tratadas en otro 
libro de esta serie, 

Consideremos algunos ejemplos sencillos. 


$ 1 Conceptos generales 247 


Ejemplo 1. 
0, 0 
dx 
Integrando respecto а х, obteneiios 


=y he 


A TA 


doude q (y) es una función arbitraria de y. 
Ejemplo 2. 


zix, y 9 18: 
адр. T о bien aj T 


Integrando respecto a х, oblenemos Gr donde y (y) es una función ar- 
bitraria de y. Integrando ahora respecto a y, se obtiene 


[o tdy+01 о), 


donde q, (х) es una función arbitraria de x. O bien, designando 


ОКТО 
tendremos finalmente 
zia, GA. 


donde (4), en virtud de la arbitrariedad de q (0). es también una función 
arbitrarja derivable de y. 


Los ejemplos expuestos nos sugieren que la solución general de 
una ecuación diferencial en derivadas parciales de primer orden 
depende de una función arbitraria: la solución general de una 
ecuación de segundo orden, de dos funciones arbitrarias, y la solu- 
ción general de una ecuación de p-ésimo orden, prohablemente 
dependerá de p funciones arbitrarias 

Estas consideraciones son ciertas, ке deben ser precisadas. 
Para ello, formulemos el teorema de 5. V. Kovalévskaja sobre la 
existencia y unicidad de la solución de una ecuación en derivadas 
parciales. 

Teorema 5.1 (teorema de Kovalévskala). Existe una solu- 
ción analitica única en un entorno del punto ҳу, хы, -.:, Ang de 
la ecuación 


(A) 


resuelta соп. respecto a una de sus derivadas de orden mayor. que 
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satisface las condiciones: 
рага X= Xp ES Z= Qa (Mas Xa - >< 0 Ido 


Фаз (Ха. Ха, ~- -r 5), 


д: к 

РСА 

si las Junciones Ҹа, Pı. ++ Pp- SON analíticas еп un entorno del 

punto inicial Хх, Хаа, nos y | es función analitica en un entorno 

de los valores iniciales de Sus argumentos, хуу, Ху, ==.» nos Zo= 
ae 


== Pa (So Xaos ++ Хо) 
ja _ дөгү (ar 

La solución se determina fijando las funciones iniciales «pp, 
Qu +- +s Фасл: Al variar dichas funciones arbitrariamente en la clase 
de las funciones analíticas, obtenemos un conjunto de soluciones 
analíticas de la ecuación original (A), que depende de p funciones 
arbitrarias. 

Omitimos la demostración de este teorema, que exige la apli- 
cación de la teoría de las funciones analíticas. 


$ 2. ECUACIONES LINEALES Y CUASILINEALES 
EN DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN 


Se denomina ecuación lineal no homogénea o ecuación cuasilineal 
de primer orden en derivadas parciales, a la ecuación de la forma 


Худ, а DAX Ms o +... 


Холо од ESZ хь д). (51) 


Esta ecuación es lineal соп to a las derivadas, pero puede 
ser по lineal cun respecto a la función desconocida z. 
Si el segundo miembro es identicamente nulo y los coeficientes X, 
no dependen de z, la ecuación (5.1) se llama lineal nea. 
Para mayor claridad en la interpretación geométrica, estudiemos 
primero la ecuación cuasilineal соп dos , variables independientes: 


IN 61) 


Se considerará que las funciones Р, Q у R son continuas en la 
región considerada de variación de las variables, y que no se 
айшап simultáneamente. 

Consideremos el campo vectorial continuo 


Е= Р(х, у, 23 I+Q( y, ZJ} +HR w, y, 2) к, 
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donde i, j у k son vectores unitarios dirigidos por los ejes de 
coordenadas. 

Las líneas vectoriales de este campo (es decir, las líneas cuyas 
tangentes tienen en cada punto una dirección que coincide con la 
del vector F en dicho punto) se determinan de la condición de 
paralelismo entre el vector t=idx-+jdy +kdz, dirigido por la tan- 
gente a las líneas buscadas, y el vector 
F del campo: 


CARE AN | 
Py Tena RAR" 
Las superficies formadas líneas 


vectoriales o, más exactamente, las su- 
perficies que contienen enteramente a las 
líneas vectoriales que tengan al menos 
unto común con ésta, se llaman su- 

perficies vectoriales (fig. 5.1). 

Es evidente que las superficies vec- 
toriales se pueden obtener considerando Fig. 51 
el conjunto de puntos que pertenecen а En 
una familia monoparamétrica de lineas vectoriales escogida arbi- 
trariamente, que depende en forma continua del parámetro. La su- 
perficie vectorial se caracteriza por que el vector N que tiene la 
dirección de la normal a la superficie, es ortogonal al vector F del 
campo en todo punto de ésta: 


(М-Р) 0. (6.2) 


Si la superficie vectorial se determina por la ecuación г = [ (х, y), 
entonces el vector М es igual a 


де, дг: 
м= + Io 
y la condición (5.2) toma la forma 
Р у, AQ RR yd. 6.3) 


Si la superficie vectorial se da mediante la ecuación и (x, y, 2)=0 
y, por consiguiente, el vector МЕЕ} 5 1+ К. entonces la 
ecuación (5.2) toma la forma 


Р, 9 +0 RO. (540) 


Por consiguiente, para hallar las superficies vectoriales hay que 
integrar la ecuación cuasilineal (5.3), o la ecuación lineal homo- 
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génea (5.4), según se busque la ecuación de las superficies vecto- 
riales en forma explicita с implícita. 

Camo las superficies vectoriales pueden formarse por líneas 
vectoriales, la integración de la ecuación (5.3) (6 (5.4)) se reduce 
a la integración del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
de las líneas vectoriales. 

Escribamos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de 
las líneas vectoriales: 


ods щш __@ 
Fina фо ую Ra" 


(5.5) 


Sean фу (а, 0, 2-р у Palt 0, 2) с, dos primeras integrales 
independientes del sistema (5.5). Tomemos arbitrariamente de la 
familia dependiente de dos parámetros de líneas vectoriales 
бк Y, 2) Cp у(х, г) Ca, Mamadas características de la ecua- 
ción (5.3) (5 (5.4), una familia monoparamétrica, estableciendo 
una dependencia continua cualquiera Ф (с, с) =0 entre los pará» 
metros с y Cs Eliminando los parámelros сү y с, del sistema 


(с Ф 2) сз, Ф. ca) 70, 
obtenemos la ecuación buscada de las superficies vecloriales: 
pr (х, у, 2), pa ls Y, 2) 0, (5.6) 


donde tb es una función а! ia. Con esto hemos hallado la 
ecuación cuasilineal (5.3) que depende de una función arbitraria. 

Si se exige hallar no una superficie vectorial arbitraria del 
campo 


F= Р(х,у, 1 (9, р. г) (х0, 2) К, 


sino la superficie que pasa por una línea dada, delerminada por 
las ecuaciones Ф, (х, y. 2)= 0 у Ф, (х,у, z) -0, entonces la función 
Ф en (5.6) ya no será arbitraria. sino que se determinará elimi- 
nando las variables х, y y z del sistema de ecuaciones 


Фу (к, р. 2)--0, Dai, y, 2)--0, 
Vx Y 2)=0. P z) 


las que deben satisfacerse simultáneamente en los puntos de la 
línea dada ®,=0 y (P,—0, por la cual se trazan las caracteristicas, 
determinadas mediante las ecuaciones р, (х, Y, 2) — сү, Pa (X.Y, г) = С. 

Obsérvese que el problema queda indeterminado si la linea 
dada Ф, (х, y, 2) Ф, (х, y. г) 0 es característica, ya que en 
este caso esta línea se puede incluir en diferentes familias inono- 
paramétricas de características, obleniendo así diferentes curvas 
integrales que pasan por dicha línea. 
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De este modo, la integral de la ecuación cuasilineal 
д; 
Р(х. 1980, у.) 
dependiente de una función arbitraria, puede obtenerse por el 
método siguiente: se integra el sistema auxiliar de ecuaciones 
de у 4 
Pand бах) КО а) 
y, hallando dos primeras integrales independientes de éste; 


Ф.и, 0), a(t, Y, )=с„ 

se obliene la integral buscada en la forma Ф (y, (x, y, г), (x, y, 2)=0, 
donde Ф es una función arbitrari: 

La ecuación de la superficie integral de la misma ecuación 
cuasilineal que раза por una línea dada, determinada por las 
ecuaciones Ф), (х, y, 2)=0 y (Ф, (х, y, 2)=0, se puede hallar tomando 
la función Ф mencionada más arriba по en forma arbitraria, sino 
determinando Фс, с,) por eliminación de x, y y z de las ecuaciones 


Wi. y.2)=0, Ф, (х, y, г) 0, 
NI 
a resultas de lo cual se obtiene la ecuación Ф(с,, с) =0, y la 
integral buscada será (ip, (x, y, 2), W(X. y, 2))=0. 


Ejemplo 1 Delerminar la integral de la ecuación 


jue depende de una función arbitraria. 
Él sislema auxiliar de ecuaciones es 
de=dy—de. 
Sus primeras integrales tienen la forma r—y=c, 2—x-=cs La integral de la 
ecuación original es Ф (кў. 2—x)=0, donde пр es una función arbitraria, o en 


forma resuella con respecto а 2, z--x-r $(x—y), donde y es una función deri- 
vable arbitraria, 


Ejemplo 2. Hallar la superficie integral de la ecuación 
d 
FA 


que pasa por la curva x. 0, гре, 
[ntegremos el sistenia de «e 


de 


=y 


de donde гесу, x ру = с, Eliminando x, y 
An 


obtenemos су =s, de donde 2x2 рце 


y z de las ecuaciones 
=0, 2, 


тес. 
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Ejemplo 3, Hallar la superficie integral de la misma ecuación 


y 
CS 
que pasa por la circunferencia 
2=l, 4ps. (57) 


Puesto que la шег dada (57) es vectonal (Característica), el problema es 
indeterminado. En electo, cualquier superficie de revolución z=% (124), 
cuyo eje de rotación coincida con el eje O», es superficie integral de la ecua- 
cion considerada. Evidentemente, existe un conjunto infinito de tales superficies, 
que pasan por la circunferencia (5.7), por ejemplo, los paraboloides de revolución 
2 ye, da y", а= — PP 4-0, la esfera +94 29=b, ete, 

Sı la ecuación de la curva por la cual se exige trazar la superficie integral 
de la ecuación (5.1,) se da en forma paramitrica: 


т=з), yb) to=2, (5). (8) 
entonces es tambien conveniente buscar la solución en forma paramétrica: 
хах 9), yuh 22,9 


Introduzcamos un parámetro t en el sistema (5.5) que delermina las caracteris- 
ticas, haciendo 


= ж E SE” (55) 
у #0 Ryo 


Para que las características pasen por la curvo dada, se busca la solución del 
sistema (5.51) que satislace, para £=0 (д !==,), las condiciones iniciales: 
хело (8), y= o(s), z= zo (9). 
Para estas condiciones iniclales y para s fija, obtenemos una característica que 
asa por un punto fijo de la curva (B). Cuando s es variable, oblenemos la 
lammilla de caracterislicas 
ima lia ү PA © 


que pasan por los puntos de la curva dada (B) (en еме casu se considera que 
1а curva dada (B) по es caracteristica). El conjunto de puntos que pertenecen 
a e fal de características (С) lorma precisamente la curva integral buscada. 
emplo 4. 
әд 


ar 
Hallar la sucerlicie integral que la curva жуш, gust, а 
El sistema de ecuaciones que dellrmina las coracteísicas tiene la forim 


dr=—dy=dz=di. 


Su solución general es 
хафа, yett ambito 
Las constantes arbitrarias se delerminan medianle las condiciones iniciales, 
y obtenemos por último 
х=}, yt, al 


Pasemos ahora al caso de n variables independientes. Es natu- 
ral esperar que el esquema indicado más asriba para el caso tridi- 
сенш se pueda generalizar también al caso (n+ 1)-dimensio- 
nal. 
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Comencemos analizando la ecuación lineal homogénea 


д; д; 
Хб» к) a H Xa (to җы... 
O 002—0, (5.8) 
donde las funciones continuas Х, (ху, ху, х,) no se anulan si- 
multáneamente en ningún punto de la región considerada y tienen 
derivadas parciales acotadas en dicha región. 
Formemos el sistema de ecuaciones auxiliar 
СА AS EN 
Жөп 5) T '‚ 69 
el cual satisface las condiciones del teorema de existencia y uni- 
cidad bajo las limitaciones indicadas más arriba. 
. пе n—1 primeras integrales independientes del sistema 
(5.9): 


Фох х), 
We ln Ags + Xu) = Cao 
Mir (tao хө. Xa) = Ca 
En el espacio con coordenadas xy, Xa ..., Xa, este sistema de 
integrales determina una familia de lineas, dependiente de n—1 
parámetros, llamadas caractarísticas de la ecuación (5.8). Demos- 
tremos que el primer miembro de cualquier primera integral 
арба, Yas ++, %,)=0 del sistema (5.9) es solución de la ecuación 
Tineal homogénea inicial en derivadas parciales (5.8). 
En efecto, a lo largo de cualquier curva integrul del sistema 
(5.9) la función p es puc. Por lo tanto, а Jo largo de cualquier 
curva integral se tiene 


б 
ар фано. (5.10) 


Pero a lo largo de una curva integral del sistema (5.9) las dife- 
renciales dx, son proporcionales a las funciones X,. En consecuen» 
cia, en virtud de la homogeneidad con respecto а dx; del primer 
miembro de la identidad 


las diferenciales dx, pueden ser sustituidas por las magnitudes Xy, 
proporcionales a éstas, resultando así que a lo largo de las curvas 
integrales del sistema (5.9) 


я 


Ў х, 


“оч 


6.11) 
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Las curvas integrales del sistema (5.9) pasan por cada punto 
del campo de variación considerado de las variables хх. Ya 
por olro lado, el primer miembro de la identidad (5.11) ло depende 
de las constanles су. C» ..., С, 1 у, por lo tanto, no cambia al 
pasar de una curva Integral а otra. Por consiguiente, la indenti- 
dad (5.11) se cumple no sólo a lo largo de una curva integral, sino 
en toda la región considerada de variación de Xi, Xp, ..., х„ eslo sig- 
nifica precisamente que la función y es solución de 12 ecuación original 


Ex E 0. 


Es evidente que Фф, Pa ---, Y, 1) = с, donde Ф es una fun- 
ción arbitraria, es primera integral “del sistema (5.9), puesto que 
a lo largo de una curva integral del sistema (5.9) todas las fun- 
ciones Ar, Par .... Y,_, Se transforman en constantes; por lo tanto, 
Фора. +++ Pani) también se transformará en una constante а 
lo largo de una curva integral del sistema (5.9). Esto significa 
que z D (pis Pas +++ Pu). donde Ф es una función derivable 
arbitraria, es solución de la ecuación lineal homogénea (5.8). 

Demostremos que 

IC CA UE) 
es solución general de la ecuación (5.8). 


Teorema 5.2. г . Ф (р. Po... Pus), donde Ф es una función 
arbitraria, es sulución general de la ecuación 
б 
È Хк хь... мде O, 68) 


o sea, una solución que contiene sin excepción a todas las soluciones 
de esta ecuación 

Demostración. Supongamos que г=зр(хү, Xa -y My) ©з 
cierta solución de la ecuación (5.8), y demostremos que existe una 
función Ф tal que Y Фр. ^ч. 

Como Y у чү, Pa ..., р.а son soluciones de la ecuación 
{5.8 , entonces 


5 x, at 

2^ж=°% 

ТТ" 

бат 

Ў x 20, 613) 
СЯ 
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Considerando a (5.12) como un sistema lineal homogéneo de n 
ecuaciones con respecto а X,;(i=1, 2, ..., л) y observando que 
este sistema lineal tiene solución no trivial en cada punto ху, Xy 

=, X, de la región considerada, debido а que Х,(ху, Xp -=i ху} 
por hipótesis no se anulan simultáneamente, llegamos а la conclu- 
sión de que el determinante de este sistema 


w оф 4 
TA 
д 

Ф. д дф 


es idénticamente nulo en la región considerada. Pero el hecho de 
que el jacobiano de las funciones P, Wy, Pas .-., Pa, Sea idénti- 
camente nulo, indica que existe una dependencia funcional entre 


estas funciones: 
ATA Paoi) - 0. (5.13) 


En virtud de la independencia de las primeras integrales 
Willi Aa да) с (75 1,2, ...,n—1) del sistema (5.9), por 
Jo menos uno de los menores de (1—1)-+ésimo orden del jacobiano 

бф do No фы) 
Di E] 
D ihu E AEN 
20.5 Lay mkaa 
es diferente de сего. Por lo tanto, la ecuación (5.13) se puede 
escribir en la forma 
A 


Ejemplo 5. Integrar la ecuación 


de la forma 


dz 
2 0. (5.14) 
2 e 
El sistema de ecuaciones que determina las características Liene la Torma 
Фуз С“ 
COCA 


Las primeras integrales independientes de este sistema serán: 
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La solución general de la ecuación original 


es una función homogénea arbitraria con grado nulo de homogeneidad, 

El teorema de Euler sobre las funciones homogéneas alirma que las fun- 
ciones homogéneas con grado nulo de homogeneidad satisiacen la ecuación con- 
siderada (5.14), ahora hemos demostrado que sulo las funciones homogéneas соп 
grado nulo de homogeneidad poseen esta propiedad. 


La ecuación lineal no homogénea de primer orden 
YX o о. 0 аыл»... (6,18) 
ist R; 


donde todas las X; y Z son funciones con derivadas continuas que 
no se anulan simultáneamente en la región considerada de varia- 
ción de ху, Xp ..., Х,, 2 Se integran por reducción а una ecuación 
lineal homogênea. 

Con este fin, al igual que еп el caso de tres variables, es sufi- 
cinte buscar la solución z de la ecuación (5.15) en forma impli- 
cita: 

Xp х + Xp 2) =0, (6.16) 


donde а 0. 
En efecto, considerando que la función 2 =2 (х1, Xa, <- Xy) Se 
determina de la ecuación (5.16) y derivando la identidad 


ПОЕТИ Zo Xas «e -a X) 20 


con respecto а xp se obtiene 


du ud y 
dx, йд" 
de donde А 
EN 
az ds 
A 
а 


Sustituyendo el valor hallado de ¿E en (5.15). multiplicando por 


—® y trasladando todos los términos al primer miembro de la 
ecuación, obtenemos la ecuación lineal homogénea 


У да ди 
ДХ, җы. л» 2) gy + (ы is 08 6.17) 


a la cual debe satisfacer la función и, sin embargo, sólo bajo la 
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suposición de que 2 es función de xy. Xs ..., з, determinada 
por la ecuación u (Xi Xa ---, Xp, 2)= 0. 

De esta manera, hay que hallar las funciones и que transfor- 
men la ecuación lincal homogénea (5.17) en una identidad, debido 
a la ecuación 

Un Ago ..., Xm 2)=0. 


Hatlemos primero las funciones ш que transformen (5.17) en 
una identidad cuando las ху, ху, ..., Xp, 2 varíen en forma inde- 
pendiente, Todas estas funciones и son" soluciones de ta ecuación 

юторёпеа (5.17) y pueden ser halladas por el método ya conocido: 
se escribe el sistema de ecuaciones que determina las caracterís 
icas 


а ахь 
dzu ps de я 
лала стага аид: 618) 
se hallan n primeras integrales independientes de este sistema: 
PX Xp oos Em 2) Са 
з Ол, .... 2) = с, 


Ka eero Sp 2) 


37 


жо. 
entonces la solución general de la ecuación (5.17) tiene la forma 
и Фф as +++ Wa) 


donde Ф es una función arbitraria. 
La solución г de la еспасібп (5.15), dependiente de una función 
arbitraria, se determina de la ecuación 


иф, Xy сох, 2) =0, о bien Фор... ,)=0 


Pero, aparte de las funciones halladas por este método, pueden 
haber soluciones z que se determinen de la ecuación (ху, х,, 
252 Ym 2)=0, donde la función а no es solución de la ecuación 
(5.17), y la transforma en una identidad sólo debido а la ecuación 
U (ät, Xas оос, 2) —0. Estas soluciones se denominan especiales, 

En cierto sentido las soluciones especiales no son muchas; éstas 
no pueden formar incluso familias monoparamétricas. 

En efecto, si las soluciones especiales formaran una familia 
monoparamétrica, y se determinaran por la ecuación 


.2)=0, (519) 


PENE 


9 dues 
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siendo с un parámetro, с, c< c, la ecuación (5.17) deberia trans- 
formarse en una identidad debido a la ecuación (5.19) para cual- 
quier с. Pero como la ecuación (5.17) no contiene с, no puede con- 
verticse en identidad debido a la ecuación (5.19). que contiene с, 
y por lo tanto debe ser una identidad con respecto a todas las 
variables ху, Ху, ---, X 2, que varían en forma independiente. 

La última afirmación posee una interpretación geométrica simple. 
Al decir que (5.17) se reduce a una identidad debido a la ecuación 
MÁ Lys Nas о Xp 2)=0, afirmamos que dicha reducción se realiza 
en los puntos de la superficie и == 0, pero puede по reducirse а una 
identidad en otros puntos del espacio Xy. Xi -.., Xy 2. Si, en 
cambio, la ecuación (5.17), que по conlie: ‚ se transforma en 
una identidad debido a la ecuación u= с, siendo с un parámetro 
que varia en forma continua, entonces esto significa que (5.171 se 
reduce a una identidad en todas las superficies и—с, StSt 
que no se cortan у que llenan cierta parte D del espacio xy, 
Xy se» Xw Z. Por consiguiente, la ecuación (5.17) se lransforma 
en una identidad en la región D cuando las Xy Xp»... Xu Z 
varian en forma independiente. 

En problemas concretos generalmente se exige buscar la solu- 
ción de la ecuación (5.15) que satisface además cierlas condiciones 
iniciales у, como hay relativamente pocas soluciones especiales en 
el sentido señalado más arriba, sólo en casos complelamente ex- 
cepcionales éstas satistarán las condiciones iniciales impuestas, y 
por ello sólo raramente hay que tomarlas en cuenta. 


Ejemplo б. Integrar la ecuación 


в а 
л pn 6) 
E, 


donde p es vna constante. 
EJ sistema de ecuaciones 


tene las siguientes integrales independientes: 


Hoy E 
moy o 


HI 
ЕЯ Xn 


nai 


de donde 
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De este modo, la solución es una función homogénea arbitraria de p—ésimo 
grado de homogeneidad 

Se puede demostrar que la ecuación (5.20) no (еле integrales especiales у 
que, por lo tanto, el teorema de Euler sobre las funciones homogèneas es rever- 
sible: a la ecuación (5.20) la satisfacen sólo funciones homogéneas con grado р 
de homogeneidad. 

El conceplo de caracteristica se generaliza а los sislemas de ecuaciones 
vuasilineales del siguiente tipo especial: 


Р(х уи, әў- Qe Yu ds IRA ON o 
Р(х, д.ц. СЕТ Yu, 0) rta y, u, o). 


Se denominan caracteristicas de este sistema a las líneas vectoriales del 
campo vectorial en el espacio de cuatro dimensiones 


Р Р(х, у, и, 01+ Q (х, у, и. 0) ЈА (х, y. и, 0) Ki + Ro (2, Y и, 0) Ka 


donde 1, }, k, y ka son vectores unitarios dirigidos respectivamente por los ejes 
de coordenadas Ox, Oy, Ou y Ov. 
Las caracteristicas se determinan por el sistema de ecuaciones 
de /__ ш а a 
Р, Ги) 9 о. у, ш.а) В, у, и, 0) Rp п, ©)” 


El sistema de ecuaciones (D) en forma vectorial tiene la Toriua 
(F-NQ=0 у (F-N)=0, 


dende М, y М, son vectores com coordenadas (2%, у. i, 0) y (2, 


> o 1) ‚ dirigidos según las norinales a las superficies cilíndricas tridimen- 


sionales buscadas, u= n (x, y) y v-v (e, y) respectivamente. 
Por lo tanto, desde el punio de vista geométrico la integración del sistema 
(D) se reduce a la búsqueda de dos superficies cilindricas tridimensionales 


que es, en general 
uu (x, y) y v=o (x. Y) que estas lineas 
estarán contenidas si БАЛ 

Tomando 


з): -0, entonces también 
еп cada superfiċi 
Resolviendo el sislema de ecuaciones Фу (x, y, и, 005-0 y tbe (х. y, u, v)=0 
con respecto а и y о, obtenemos las ecuaciones de dos superficies cilindricas 
Lridimensionales u =n (х, y) y 0-— (а, y) cuya intersección es la misma super- 
ficie bidimensional S, compuesia por líneas vectoriales. En consecuencia, las 
funciones =u (x, p) y 0—0 (х, y) halladas seráu soluciones del sistema ori- 
ginal. 


p 


este 


pasa 
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La solución del sistema (D) que depende de dos funciones arbitrarias se 
puede hallar aplicando el mismo método, pero tomando las primeros integrales 
del sistenia (E) en la forma más general: 


Mr (х, р. а, 0), ф(х, y и, 0), dy lx, y, и, 0))0, (ғ) 
Фу (фа, б, шй, чы, нй). AA 


donde а (x. y, х, у.н, о) Y Gala, y, u, vh son primeras integrales 
pendientes del тз r, y P ште абаз («ase [a pig. 268 

Las vcuaciones (Р). з) las funciones voupueslas Ф, y 1р; son independien- 
tes соп respecto a u y v, delerminan las soluciones u (х, y) y © t, y) del sistema 
(D) como funciones Ímplicitas de х e y, que dependen de la elección de las 
funciones arbitrarias Ф, y Dy. 


$ 3. ECUACIONES DE PFAFF 


En el $ 2 hemos considerado dos problemas que surgen de 

modo nalural al estudiar el campo vectorial continuo 

Р= Р(х, y, 2)14 Q(x, у, 2)3 1 R(x, y, 2)k. 
Eslos fueron los problemas sobre la determinación de las lineas 
vectoriales y de las superficies vectoriales. 

Casi con la misma frecuencia surge el problema sobre la deter- 
minación de la familia de superficies U (x, u, 2) =c, ortogonales а 
las lineas vectoriales. La ecuación de estas superficies tiene la forma 
(F.t) > 0, siendo £ un vector conlenido en el plano tangente a las 


superficies buscadas: 
t=1dx4-] dy -kdz 
о, en forma desarrollada, 
Р(х, у, г) Q(x, y, zdy (х, y, 2dz=0. (5.21) 
Las ecuaciones de la forma (5.21) se denominan ecuaciones de Pfaff. 


Si el campo F = Р1-| Qj- Rk es potenci 


F=grad O, es decir, Р= 20, Q- 


las superficies buscadas son superficies de nivel U (x, y, 2)=c de 
la función potencial U. En este caso, la determinación de éstas no 
representa dificultad, puesto que 

сэ 

U= { Рах{0ду Ваг, 

e de zo 
donde la integral curvilínea se toma por cualquier camino entre el 
punto fijo escogido (xe, Yo, 2,) y el punto con coordenadas varia- 

les (x, y, 2), por ejemplo, por la linea quebrada compuesta por 

segmentos de recta paralelos a los ejes de coordenadas. 
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Si, en cambio, el campo F no es potencial, en ciertos casos se 
puede escoger un factor escalar p(x, y, 2), luego de multiplicar al 
vector F por el cual el campo se haga potencial. 

Si este factor existe, entonces pF=grad U, o bien 


рр= 0, pmt, pr Y 
=й. Rei ВК 
por lo tanto, 


o bien 
Ar. 
E 
ака). 


Multiplicando la primera identidad рог R, la segunda рог Р, la 
tercera por Q y sumándolas miembro a miembro, se obtiene la 
condición necesaria de existencia del factor integrante p: 
ap 90 ¡0Q_ORY . „(д8 ФР 
AA 00 г) =o 
o bien (Frot F)—0, donde el vector rot F—el rotacional del 
cumpo—se define por la igualdad 
ÖR 29 9дР__дЕ д0 _аР 
rot Fa (ah itia) Ha) E 
Si esta condición, llamada condición de integración total de la 
ecuación (5.21), no se cumple, entonces no existe ninguna familia 
de superficies U(x, y, 2)- с ortogonales а las líneas vectoriales 
del campo F(x, Y 2 
En efecto, si tal familia U(x, y. 2) =с existiera, el primer 
miembro de la ecuación (5.21) podría diferenciarse de 


ди 


yu , 
Tar абу 9-б 


sólo en cierto factor p(x, у, 2), el cual sería precisamente factor 
integrante de la ecuación (5.21). 

De esta manera, para lu existencia de la familia de superficies 
U(x. y. г) =c, ortogonales a las líneas vectoriales del сатро Р, 
es necesario que los vectores F y rot F sean ortogonales, es decir, 
que (F-rotF)==0. 
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Observación. La condición (F-rotF)--0 es llamada tam- 
bién condición de integración de la ecuación de Pfaff Рах | Qdy + 
+ Rdz=. 0 mediante una sola relación U(x, y, 2) -с. 

А veces se exige determinar no las superficies ortogonales a las 
líneas vectoriales del campo E, sino las líneas que poseen dichas 
propiedades; en otras palabras, hay gue integrar la ecuación de 
Pfaff no mediante una, sino mediante las dos relaciones 


Us. y 22=0 y Uai, y 2): 0. (5.22) 

Para hallar estas líneas, se puede dar urbitrariamente una de las 
ecuaciones (5.22), por ejemplo. 

Unz 0 (5.23) 


y eliminando de la ecuación (5.21), mediante la (5.23), una de las 
po por ejemplo z, se obtiene nna ecuación diferencial de 
la forma 


Mix. ах А (х, y)dy -- 0, 


integrando la cual se hallan las líneas buscadas еп la superficie 
U(x, y. 2) 0 elegida arbitrariamente. 

Demostremos que la condición (F-rotF) -0 es no solamente 
necesaria, sino lambién suficiente para la existencia de la familia 
de superficies ortogonales a las líneas vectoriales, 

Obsérvese que en las superficies buscadas U(x, y, г}—с, la 
ecuación 


Páx+Qdy Rdz 0 


debe reducirse a una identidad, o bien, lo que es lo mismo, en 
estas superficies la integral curvilinea 


{ Pax+Qdy +Rdz (6.24) 
ù 


debe ser igual a cero por cualquier camino (entre ellos también 
por caminos no cerrados). 

Consideremos todas las superficies rotacionales posibles, o sea, 
las superficies vecloriales ФА campo rot F. Es evidente que en 
virtud del teorema de Stokes es 


|н И tot F-ndo, 


donde dr=¡dx-+ jdy + kdz y la integral (5.24) por cualquier camino 
cerrado en una superficie rotacional es igual a cero (а que el 
producto escalar del vector unitario de la normal п a la superfi- 
cie y del vector rot F es igual a cero). Tomemos ahora aquellas 
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superficies rotacionales en las que todas las integrales 
| Far -= | Pdr+Qdy rRdz 
2 ? 


sean iguales а сего lambien рог caminos по cerrados. Рага cons- 
truir una de estas superficies, que pase por un punto dado 


Lg, 62 


Miku Ya Z), se traza por M alguna línea ortogonal a las líneas 
vectoriales del campo F, Estas líneas se determinan por la ecuación 


Рах Qdy + Rdz=0, (5.21) 


а la cual se le agrega la ecuación z= ftx, y) de la superfic 
arbitraria que pasa por el punto M (lo más frecuente es tomar la 
ecuación de esta superficie en lu forma z= [,(x) ó z> f(y), o uún 
en la forma 2== а, donde a es una constante). Sustituyendo 2 = (x, y) 
en (5.21), obtenemos una ecuación ordinaria de 1а forma 


Mix, шах i N(x, y)dy = 0. 


Al integrar ésta, considerando la condición inicial у(х) = yo, se 
obtiene la curva 2 buscadu que pasa рог el punto M (Xa Y 20) Y 
es ortogonal a las líneas vectoriales (fig. 5.2). 

Si esta línea no es línea rotacional *), trazando por cada punto 
de [ una línea rotacional, obtenemos la superficie 5 buscada, orto- 
ропа! a las líneas vectoriales del сатро F. 

En efecto, tomando cualquier curva no cerrada L en la super- 
ficie S (fig. 5.2) y trazando líneas rolacionales por sus puntos 
frontera hasta que se corten con la curva Z en los puntos ру y Pa, 


%) Se llaman lineas rotacionales a las lineas vectoriales del campo rof F (А. de 
de 
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obtenemos una curva cerrada, formada por el segmento de la linea Z, 
determinado рог los puntos р, y ру, la curva L y las dos líneas 
rotacionales. 


La integral curvilinea | Pax=-Qdy-R de, lomada sobre esta 
а 


curva cerrada С, es igual а сего, puesto que el contorno está con- 
tenido en la superficie rotacional; además, la misma integral, 
tomada sobre el segmento de arco 1 y sobre las segmentos de las 
líneas rolaciongles, es igual а cero, puesto que el asco Г у las 
lineas rotacionales son ortogonales a las líneas vectoriales del 
campo F (las líneas rotacionales son ortogonales а las líneas vec- 
toriales del сатро F debido а la condición (Его! F)-=01. Por lo 


tanto, la integral | Pde-+Qdy |-Rdz, tomada por un camino no 


i 
cerrado L escogido arbitrariamente es igual a cero, es decir, la 
superficie S es la superficie integral de la ecuación (5.21) que pasa 
por el punto dado М. 

Este método de demostración de que la condición (Frot F)=- 0 
es suficiente para la existencia de una familia de superficies or- 
togonales a las líneas vectoriales del campo F, da и la vez un 
canino— aunque по el más corto—para hallar estas superficies. 


Ejemplo 1, 
2 dx +(x— y dy -H 2n dz s 0, 

La condición (Р та F)—0, donde Fezi -ix—yl j4 гук, no % cumples 
lap consiguiente, la ecuación considerada по se jintegra tnedianle una Sola 
relación. 

Ejemplo 2 

(бх +yz) de + (ха — 200 dy | tay 4-22) de =0. 
Como rol Fu.0, dunde Е = (ùri 07114112249] 
етай U, siendo 
рм 
= \ (ӧх 42) di (x2— 24) dy> (xy | 22) dz- 
“оп 


2r) k. entonces 


Tomemos como camino de integración una Inea quebrada con segmentos pnra- 
Jelos a los ejes de coordenadas. integrando, obtenemos U=3r— pi +2 H ryz, 
por lo tanto, la integral buscada serà 


Заура) цас 
Ejemplo 3 А 


ve dx+ 22 dy+ ay dz =0, 
Р == аі 202) ayk, rot Р — 
La condición de integrabilidad (F-rot Р) =0 se cumple. En cualquier super- 


ficie, por ejemplo en el plano 2-1. hallemos las curvas ortogonales а las lineas 
vectoriales; 


Jl, йыш 
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Tracemos por las curvas de la faanlia ¿=1, лу? -=а, las superficies rota- 
cionales, para lo cual se integra el stslema de ecpaciones de las líneas rota- 
cionales 
dx de 
= "VU 


=c, 12=0,, obtenemos 
ecuación original бепе la forma 


Observación. Otro método utilizado comúnmente para inte- 
grar la ecuación de Pfaíf 


Pix, y, г)йх -Qix, у, 2IdyHR(x, y, 202-0 (5,21) 


consiste en considerar al E cipio а z (o a otra variable) constante 
e integrar la ecuación ordinaria 
Р(х, y, г\йх | Q(x, y, 2) йу 0, (5.25) 
en la que z hace las veces de parámetro. 
Luego de obtener la integral de la ecuación (5,25) 
U(x. у. 2)=c(2) (5,26) 
еп la cual la constante arbitraria puede ser función del parámetro z, 
se loma с(г) de manera que se satisfaga la ecuación (5.21). Deri- 
vando (5 26), se obtiene 
ду 
ЕТЕ 
Los coeficientes de las diferenciales de las variables en las ecua- 
ciones (5.21) y (5.27) deben ser proporcionales 


N ди ‚ 
э ш аа 


E о 7 


саја: 0. (5.27) 


ди 
De la ecuación == — se puede determinar с'(2), puesto 


que se puede demostrar que al cumplirse la condición (E.rot Р) =0 
esta ecuación contiene sólo z, c'(2) y U(x, y, 2) =c1z). 


$ 4. ECUACIONES NO LINEALES DE PRIMER ORDEN 


Consideremos primeramente el caso en que la función buscada 
depende de dos variables independientes. Las ecuaciones єп deriva- 
das parciales de primer orden con tres variables tienen la forma 


Fix, y. z, р, 4) =0, (5.28) 
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donde 
de а 
р б. ta 
La ecuación diferencial (5.28), еп cada punto (х, y, 2) de la 
región en que varían los tres primeros argumentos, establece una 
dependencia y (р. q). - Oentre los números р y q, las cuales determinan 
la dirección de la normal Nip. g, —11 а las superjicies integrales 
z= z(x, y) buscadas de la ecuacion (5 28), 


z 


Fig 53 


De esle modo, la dirección de la normal a las superficies in- 
tegrales buscadas en cierto punto (a, y. г} no se determinan exac- 
tamente, sino que sólo se obtiene una Tamilia monoparamétrica de 
las direcciones admisibles de las normales, más exactamente, cierto 
cono de direcciones admisibles de las normales Nip, q, —1), donde 
p y q satisfacen la ecuación фр. q)-=0 fig. 5.3) 

Por consiguiente, el problema de la integración de la ecuación 
(5.28) se reduce a hallar las superficies z -2(x, y), cuyas normales 
posean en cada punto una de las direcciones admisibles del cono 
de normales en dicho punto. 

Partiendo de esta икал geometrica, indiquemos un mé- 
todo de determinación de la integral de la ecuación (5.28) depen- 
diente de una función arbitraria, si se conoce su integral 
Ф(х, y, 2, а, b)==0, que dependa de dos parámetros a у 0 

La integral Dix, y, z, а, bì- 0 de Ja ecuación (5.28) que de- 
pende de dos constantes arbitrarias independientes a y b, se llama 
integral completa o total. 

Como la ecuación diferencia! original (5.28) impone limitaciones 
sólo a la dirección de las normales a las superficies integrales 
buscadas, entonces cada superficie cuya normal coincida con las 
normales a las superficies integrales en los mismos puntos, será super- 


> 
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ficie integral. En consecuencia, las envolventes de una familia depen- 
diente de uno o de dos parámetros de superficies integrales serán 
también superficies integrales debido a que la normal a la envolvente 
coincide con la normal a una de las superficies integrales de la 
familia que pasa por dicho punto. 

La envolvente de la familia de superficies integrales dependiente 
de dos parámetros, bajo la hipólesis de la existencia de derivadas 
parciales acotadas Fr, 22 y ZÈ que no se anulen simultánemente, 
y de la existencia de las derivadas $2 y 99, se determina por 


las ecuaciones 


Or р. г.а, 0-0, Po 2 


(5.29) 


Eligiendo arbitrariamente de la familia de superficies inlegrales 
Ф(х, y, 2, а, b)=0, que depende de dos parámetros, una familia 
monoparamélrica, para lo cual se considera а b como función de- 
rivable arbitraria del parámetro а. y hallando la envolvente de 
la familia monoparamétrica ix, у, z, а, 0(а)) = 0, obtenemos 
también una superficie mtegral. La envolvenle de esta familia 
monoparamétrica, bajo la hipótesis de la existencia de derivadas 
acoladas de la función Ф respecto н todos sus argumentos, y de 


à йз òb ар 
que las derivadas 2, ФР y 22 по se anulen simultáneamente, 


se determina por las ecuaciones 
Dex, y. г, а, DO у 200, y, z а, Маў}=0, 
o bien 


A 
Фіх, y, г, а, bian-0 y 29420 a0. (5:30) 
Estas dos ecuaciones determinan un conjunto de superficies inte- 
grales que dependen de la clección de la función arbitraria b=b(a). 
El hecho de que las ecuaciones (5.30) contengan una función arbitra- 
ria, claro esta, no du derecho a afirmar que las ecuaciones (5.30) 
definen el conjunto de todas las superficies integrales de la ecuación 
original (5.28) sin excepción: por ejemplo, este conjunto no conliene, 
en general, la superficie irilegral determinada por las ecuaciones (5.29). 
Pero de lodos modos, como las ecuaciones (5.30) contienen una 
función arbitraria, esto ya permite, por lo gen obtener la 
superficie integral que salisfaga 145 condiciones iniciales de Cauchy 
dadas (véase la pág 247), 

De este modo, conociendo ls integral completa. ya se puede 
construir una integral que dependa de una funcion arbitraria 


268 Capitulo Y. Lcuaciones en derivadas parciales de primer orden 


En muchos casos la determinación de la integral complela no 
presenta dificultad alguna, por ejemplo: 

1) Si la ecuación (5.28) tiene la forma Рур, ()=0, ó р-= (9), 
entonces haciendo g=a, donde a es una constante arbitraria, obte- 
nenios 

P=9(0, dz-=pdx4 дйу = (а)йх4 айу, 
de donde 
z =q (a)x -ay '-b, 
es la integral completa. 

2) Si la ecuación (5.28) puede reducirse а la forma ф(х, p) = 
=%W(y, q), entonces haciendo Ф, іх, р) -Ф, (у, 91-=а, donde a es 
una constante arbitraria, y resolviendo (st es posible) con respecto 
a p y q, obtenemos р(х, а), q= Ф(0, а), 

dz— pdx +qdy-- Y, (x. айх" чу, ауар, 
z= fl. ajax 0 palus ajdy +b, 
que es la integral popite 
3) Si la ecuación (5.28) tiene la forma Р (2, p, ф)=+0, entonces 
haciendo 2=2(u), donde u: ax- y, oblenemos 
ш de 
Fl az. 2-0. 
Integrando esta ecuación ordinaria, se obtiene z = ® (u, a, b) siendo 
b una constante arbitraria, o bien 
2 Dax у, а, 0, 
que es la integral completa. 

4) Si la ecuación (5.28) tiene forma parecida a la de la ecua- 

ción de Clairaut: 
2=Px--qu (р. 9) 


entonces, como no es difícil comprobar рог sustitución directa, la 
integral completa es 


2=0x by ọla, b). 


Ejemplo 1. Hallar la integral completa de la ecuación р 349. 
3adx+adu, 
2=30x ay —b 


Ejemplo 2. Hallar la integral completa de la ecuación pg=2xY. 
=?" má € à EJ 
=т= реак 9—3. de =охіх+ dy, 
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Ejemplo 3 Hallar la integral completa de la ecuación 2°= рд, 


2000, donde u=or+p, р-а. 


: 
auaf), obin Zaz, donde ama 7, 


Infzl=au+ 6, гв, 


Ejemplo 4. Hallar la integral completa de la ecuación 
AS 
La integral completa es 
2 -ax4 byti, 


En casos mås complejas se aplica uno de los métodos genera- 
les de determinación de la integral completa de la ecuación 


Fix, y, г, p, q) =0. 


El más simple, desde el punto de vista de la idea en que está 
basado, es el método de Lagrange y Sharpy. Por este mélodo, рага 
la ecuación 

Fix, у, г, р, ф—0, (5.28) 
se escoge la ecuación 
U(x, p, 2, p, ф=а (5.31) 


de manera que las funciones p= р(х, y, 2, 4) у 9=9(х, у, 2, а) 
determinadas del sistema de ecuaciones (5.28) y (5,31) nos lleven 
a la ecuación de Pfaff 


dz «px, y, г. ауйх Ь@(х, y, 2, а}йу, (5.32) 


integrable mediante una sola relación. Entonces la integral 
“Dis, p, z, а, 6)=0 de la ecuación de Pfall, donde b es una cons- 
tante arbitraria дие aparece al integrar la ecuación (5.32), será la 
integral completa de la ecuación (5.28). La función U se determina 
de las condiciones de integración de la ecuación (5.32) mediante 
una sola relación: 


(E-rolF)=0, donde Р р(х, y, 2, а)14 @(х, у, 2, a)j—k, 
es decir, en forma desarrollada, de la ecuación 


р E (5.39 
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Las derivadas $, 22, ŽE y £ se calculan derivando las identidades 


Е(х, Y, 2, peg- 01 

Ut у г.р, фа, | 
en las cuales р y q se consideran como funciones de х, y у z de- 
terminadas ж el sistema (5.34), 

Derivando con respecto а x, se obtiene 

ӘР дЕдр, dE 

atar оро 0. 

òU ‚дОдр UN 

trata 


(5:34) 


de donde 
D(F, U) 
др _ Den 
2: DIF бу” 
Dip, AÀ 


Análogamente, derivando la ecuación (5.34) con respecto a y y 
determinando > obtenemos 


Derivando (5.34) con respecto a z y resolviendo con respecto a 
ES ya и. tendremos 


Sustituyendo Jas derivadas calculadas en la condición de integra- 
bilidad (5.33) y multiplicando por el determinante > arel cual 
se considera diferente de cero, se tendrá Р 
(202 этш. о (агаи з ж. 
dz dg бр dz 
(OF д0 ЧЕ ðU 
a a) taa ar) "0 
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o bien 
OF vU, F JU 


Ls ае, ya 
Өр фес ду 


+(Р + ЛГ ш 
Ш (ӘБ, ӘР: gU 
Stata => 

Para determinar la función U se obtuvo la ecuación lineal 
homogénea (5.35), que se inlegra por el método señalado en el $ 2 
de esle capítulo: se escribe la ecuación de las caracteríslicas 


(6.35) 


к 0 ш _ de _ de, 
DETENER Er? (5-80) 
P a "pta de Т?З; TA 


se halla por lo menos una primera integral del sistema (5.36) 
Ud Y z, p, ge 
y. st las funciones F y U, son independientes con respecto ару 
‚ DIF, U) М А у 
9, 0 sea, si тт y 0. la primera integral (7, (х, y, z, p, g) 
será la solución buscada de la ecuación (5.35). 
Por lo tanto, determinando р= р(х, Y, 2, а) у 9—04. у, 2, 0) 
del sistema de ecuaciones 
Fix, y г, р, 9) =0, 
Ох, р. 2. р, 9) а 


y sustiluyéndolas en 
dz р(х, y, г, а}йх--@{х, y. z, ady, 


se oblicne una ecuación de Pfaff, integrable medianle una sota 
relación, resolviendo la cual se halla la integral complela de la 
ccuación original 

Dix, y. z, a, 0-0. 


Ejemplo 5, Hallar la integral completa de la ecuación 


ир—@—0. (6.27) 
El sistema (5.88) biene la forma 
акау бйр ба 
2ру 2pžyz—q Wp тру ура" 


Utilizando la ecuación original simplificanos el denominador de la tercera razón, 
a de ip 
3 mteuemos la combinacion integrable ог; — 5, de donde 


(5.38) 
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De los ecuaciones (5,37) y (528) s hallo р= 2..0 CL, de donde 


de La ay, Multiplicando por 22 є integrando, se halla la integral 
completa de la ezuacuín original 2 —2ar+ ag 1 b 
Conociendo la integral completa Фу, y, 2, а, 0)=0 de la 
ecuación 
Р(х, y 2, p, 9-0 
se puede, en general, resolver el problema inicial fundamental 
(véase la pág. 247), y aún el problema más general de hallar Ja 
superficie integral” que pase por la curva dada 
x=x(0, yy (0, z= 200) (5.39) 


Determinemos la función h -b(a) de manera que la envolvente 
de la familia monoparamétrica 


dix, у, z, a, blap—0 (5.40) 
determinada por las ecuaciones (5.40) y 
аф, Ab, 
Ка) 50 (541) 


pase por la curva dada (5.39). 
En los puntos de la curva dada las ecuaciones (5.40) y (5.41) 
se Iranstorman en identidades con respecto а £: 


@Ф(х(0), уй), 200), а, b(a)=0 (542) 


PESO, өч, 20), а, bi) y 9016800, уш). гъ о. май, 
da % 


@а)=0. (5.43) 


Sin embargo, sería muy dificil determinar la función b==b(a) de 
estas ecuaciones. Es mucho más simple delerminar esta función a 
partir del sistema (5.42) y de 
MA ppa M 
OA O+ ш—0, бм) 


o, еп forma compacta, 


(N-t) 0, 
donde t es el vector tangente a la curva dada 
x=x(0, у=). 2210) (5 39) 


y N, el vector normal а la superficie Ф — 0 y, por lo tanto, a la 
envolvente buscada en los puntos correspondientes. La condición 
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(5.44) es geométricamente evidente, ya que la superficie buscada 
debe pasar por la curva dada y, por consiguiente, la tangente a 
ема curva debe estar contenida en el plano tangente а la super- 
ficie buscada 


Ejemplo б. Hallar la superficie integral de la сспасібл TS 


Que pase por la curva y=0, геле. 
а integral complela de la ecuación (véase el caso 4 en la pág. 269) tiene 


La ecuación de la curva dada se puede escribir en 


la forma гох | by + 


forma paramétrica: x=, 
Para determinar la 


p e 
mción Бог (а), escribimos el sistema de ecuaciones 
(6.42) y (5.44) que, en el caso dado, tienen la forms naati у =a, de 


2400-9 La envolvente de esta amilia se delermina 


200—0 


1—y-E=0 
Elimmando a se obtiene z= (x 4) 
Si el sistema (5.36) (pág. 271) se integra facilmente, entonces 
раги resolver el problema generalizado de Cauchy es muy útil el 
método que se expone a continuación, llamado método de las ca- 


racteristicas o de Cauchy. 
La superficie integral 2—z(x. y) de la ecuación 


Р(х, и, z, р. 9) -0 
que pasa por la curva dada 
Xo Xuls). Ва (5), 20 


se puede, al igual que para la ecuación cuasilineal (véase la pág. 
2521, imaginar formada por puntos pertenecientes a cierta familia 
monoparamétrica de curvas, llamadas caracteristicas, 


х@, 5), ууй, 5), 2=2(1 5), 


donde s es el parámetro de la familia 
Primero se halla una familia de características que dependa 
de varios parámetros y después. irazando las características que 
pasen por los puntos de la curva 
Xa Sold, Yo: Yolh Zo = Zal 


y salisfaciendo además otras condiciones, se obtiene una familia 
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monoparamétrica de curvas, en las cuales se puede considerar а s 
como parámetro: 


x= axli 5), y=yl 5), 2=2(f, s) 
(fig. 5.4). El conjunto de puntos pertenecientes a estas curvas 


forma la superficie integral buscada. En esto consisle, en rasgos 
generales, la ideu del método de Cauchy. 


SERES 
292/45) 


Sea 2=2(x, y) la superficie integral де la ecuación 
Р(х, y, г, pq =0. (5.45) 
Derivando la identidad (5.45) con respecto a x y a у, oblenemos 


Е, р, 
Р,-аР, РА Е 0, 


AO 
о bien, сото у=, 


F+ p+ Fp +F E=, | 


КИ. 
TES =0 


0, 


(5.46) 


Las ecuaciones de las características рага el sistema de ecuaciones 
(5.46), cuasilineal con respecio a р y q, donde z se considera fun- 
ción conocida de x e y, tienen la forma (véase la pág. 259) 


LI A AA A 
RR НЕ” 7 A E 
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Como z está relacionada con p y q mediante la ecuación 


dz= pdx +qdy, (5.48) 
entonces a lo largo de una característica será 


AS 
аР а+9 д=РЁ„- Ро 
о bien 


4: ч 
тт, (5.49) 
lo cual da la posibilidad de completar el sistema (5.47) con una 
ecuación más, la (5.49). 
_ De esta manera, bajo la шек de que z=z(x, y) es solu- 
ción de la ecuación (5.45), se llega al sistema 
de_dy_ dz de А 
e Тута 4 650 
De las ecuaciones (5.50) se puede, sin conocer la solución z =z (x, y) 
de la ecuación (5.45). hallar las funciones x=x(M. y=y(b. 
2=2(0, p=p(0) y 9900), es decir, se pueden hallar las curvas 
x=x(0), y =y(0), 2200). 


Mamadas características, y determinar en cada punto de la carac- 
terística los números р = р(0) y q==9(f) que determinan la direc- 


ción del plano 
2—=р(Х—х)1\ (У). (5.5!) 


Las características, conjuntamente con el plano (5.51), tomado 
en cada uno de sus puntos, se llama banda caracteristica. 

Demostremos que la superficie integra! buscada de la ecuación 
Р(х, y, z, р, q)=0 se puede formar por caraclerísticas. 

Obsérvese ante todo que a lo largo de una curva integral del 
sistema (5.50) la función F conserva su valor contante, 


Fix, 0, 2. р, @=с; 


en otras palabras, la función Р(х, y, z, p, q) es primera integral 
del sistema (5.50). 
En efecto, a lo largo de una curva integral del sistema (5.50) es 


d o dy dz ру pá 
afne DP E GA Реа eii ede 


= РР, + ЕР, = Р.Е, i gE Pp E: r PEF E, ү-@Р„)==0, 


por lo tanto, a lo largo de una curva integral del sistema (5.50) 
será 


Р(х. у. г. р. q):=c, donde c=F(Xo. Yo. Zo Po: Qa). 
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Para que a lo largo de las curvas integrales del sistema (5.901) 
se satisfaga la ecuación F{x, y, 2, р, q) -0 es necesario escoger 
los valores iniciales х, (5), 9а (5), Zo(Sh Pals) y 4(5) de manera que 
satisfagan la ecuación 


Fito Yar 25. Ра, 4) — 0. 


Integrando el sistema (5.50) para valores iniciales х, = ха(%), 
Ya = 05). 2 = 2,05), Po =Pa(S) У Ф -- да) que satisfagan la ecua- 
ción Р(х, Yn Zo Pm ф) =D. se obtiene хт x(f, 5), y=glf 5), 
2=2((, >), р plt 5) у q=9( 9. 
Para s fijo, tendremos una de las características 
x=x(t 5), у= уб, 5), 2—20, 5h 


variando s, se obtiene cierta superficie. En cada punto de ésta, 
para p=p(f, 5) y q= qll, s) la ecuación Р(х, y, z, р, 0) 0 se 
satisface, pero hay que verificar además si se cumple que p z 
y q= o, lo que es lo mismo, si se cumple que dz— pdx | qdy, 


o bien 


de=-p (Ж ds + Zi dt 
lo cual equivale a las dos condiciones 
p% , (652) 
Р®+4@—® 0. 45.53) 


La segunda ecuación se transforma, evidentemente, en una iden- 
tidad, puesto que al formar el sistema (5.50 ya se exigió que a 
lo largo de una característica se cumpla que dz = pdx4-qdy, А pro- 
pósito, es fácil comprobar esto también directamente, si se toma 
en cuenta que, en virtud del sistema (3.50), 


de dy A 
Р, Y =F РЕ, gF; 
(bemos escrito $. @ y @ en ugar беи, Sy F еп (650), ya 


que s se considera fija). 

Para que se satisfaga la ecuación (5.52) es necesario establecer 
ciertas limitaciones más a la elección de los valores iniciales xy (5), 
Мо (5), 2а (5), Pols) y 9 (5). En efecto. designemos 

рё 409-0 15.59) 
y demostremos que О ==0, si el valor inicial es Ul,=¿70, de 
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donde se deducirá que si Jas funciones iniciales 
ж (8), Wols), 2068), Pols) gats) 
se {отап бе manera que 
Pals) ха (S) ga (5) 04 (8)— 20 (5) = 0, 


entonces será U==0 para todas las £. 
Derivando (5.54) von respecto a Г, se obtiene 


ФШ Әрак. х фу, ду Pe 
таа +Р иа ав дй 


Tomando en cuenta el resultado de la derivación de la identidad 
(6.53) con respecto a s: 
дрдх. Фе, даду, ду ды _ 
SETO айтты 0, 
tendremos a аби 
p) H 
ET 


o bien, debido a la ecuación (5.50), 
IC E 


х 
гр д 
(паалан). 
раа) = ФАРР РА, 
puesto que F=0 y, por consiguiente, la derivada parcial total 
Ж1Ё}==0. De lu ecuación 


w --—F,U (5.55) 
t 
77 
se halla que 07= 07е °  .Por јо tanto, si U,=0, entonces U=0, 
lo cual, dicho sea de paso, también se deduce de la unicidad de 
la solución U==0 de la ecuación lineal (5.55) que satisface la 
condición U |,_y=0. 
De este modo, al integrar la ecuación 


Ех, y, 2, р,ф=0 (5.45) 


соп las condiciones iniciales „== х,(), Ya = 0068) Y 207 20(5), рог 
el método de Cauchy, deben determinarse las funciones pa ==Pa(s) 
Y ф 948) de las ecuaciones 


Рх, (9), gath 2,6), Pals), gls) =0 
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y 
Pots) хе 15) — де!) Yi (5) 22 (9)=0 
y luego inlegrar el sistema de ecuaciones 
шо de 
praa > 
con las condiciones iniciales: para /--0 debe ser 
х хо(5), Y (8), 2= „(5 P= pals) g= gols). 
Las tres funciones 
ext 5), yoyll, 5), 2 20, % 


de la solución del sistema (5.50) dan en forma paramélrica la 
ecuación de lo superficie integral buscada de la ecuación (5, 

Todo lo que acabamos de exponer se generaliza fácilmente para 
las ecuaciones no lineales en derivadas parciales con un número 
arbitrario de variables independientes 


Рх хо 0 х2, Жы Pas ++ ЖЕЙ, (5.56) 


4 
біч 680 


donde 
рй. @-1,2, ‚ль 
Se exige determinar la superficie integral n-dimensional 


2=2 (Xy Ху. ..., Xp) de la ecuación (5.56) que pase por una su» 
perficie — l}-dimensional dada: 
Y (51. 3. ..., 5.) 0—1, 2, .... a 


“аў (5.57) 


Supongamos por ahora que son conocidos los valores iniciales 
de las funciones 
Pa Рыба. Sp sees а) M LR di 16.88) 
entonces, integrando el sistema auxiliar de ecuaciones 


deL ИРЕ. ЧЕГ: 
Fa Ena 
de 


(6.59) 


con condiciones iniciales (5.57) y (5.58), se obtiene 


(Xd, So Sar eoor Заа) 
zm2ll, Sp Sa - | #=1,2,...‚ о) (5.60) 
Pi= Pilla Si 5ь . 
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Рага Su Sy .... Sus fijas, las ecuaciones (5.60) determinan en 
el espacio con coordenadas дү, Xp, ..., Xy, Z ciertas curvas, llar 
madas características. Рага cada punto de éstas están delerminados 
además los números р, – P,(f. St Sa +... Sy- 1) que determinan la 
dirección de ciertos planos 


(581) 


Las caracteristicas, conjuntamente con los planos (5.61), forman 
las llamadas bandas características. 

Al variar los parámetros Sy» Sys ..., Samy Se obtiene una fami- 
lia, que depende de n—1 parámelros, de características 


A So 5.0 Sah 


que pasan por la superficie W—Ipimensional dada (55, 
` Demostremos que para una elección delerminada de las fun- 
clones 


Pa Райи Se Sid Us 1,2, oa т) 


los puntos pertenecientes a las características de la familia (6.60) 
forman la superficie integral n-dimensional buscada. Por lo tanto, 
hay que demostrar que para una elección delerminada de las funs 
CIONCS Palis Sy ><, Samil Será 

ТР su ПЕЛЕТИ 

з. ah Pathar о. ra Pal Si а) 0, 


D pm lin d, 2, -+ п} о, lo que cs lo mismo, 


yi es difícil comprobar que la función Р(х, Xa -s Xm Z 
das + «+ Pa) ©з primera integral del sistema de ecuaciones (5.59). 
E Мы, а lo targo de las curvas integrales del sistema (5.59) es 


рк Hgo Хи 2, Р, Р» +, Р 


ға: E „= 


ime 


Р.Р, Р, Хп, Ула, г: У 0 


y. рог lo dino; a lo largo de dichas curvas será 
FiS Ap ee-e Җә 2, Po Pas oee Ра) 6, 
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donde с es una constante igual а Р(х, Zem <<» Lao Zor Piw 
Pic УГ) 

"Para que las funciones (5.60) salisfagan la ecuación (5.56) а 10 
largo de las curvas integrales del sistema (5.59), hay que escoger 
los valores iniciales Pa(Si Sy Su-1) de manera que 


A daoth ое CA CA 
Pabi a Sado ...› Раю (51. y S41)=0. 


Falta comprobar que dz= Ў раз, o bien 


de Da н уа, 
аур РУ, Zay). 


n-i 
У п га 


MAN 
ey, 
Esta identidad es equivalente a las siguientes: 


SN (5.62) 


MONA 
ON il 0-=1,2, . 


п— 1). (5.63) 


1 


La validez de la identidad (5.62) es evidente, si se loma en cuenta 
que, en virtud del sistema 15.59), 


А 
Уур, A) 


(en lugar de # y $i escribimos las derivadas parciales, puesto 
as a 


que en el sistema (5.59) todas las з, se suponían fijas) - 


Para demostrar las identidadas (5.63), válidas sólo para una 
determinada elección de las condiciones ¡nicisles р(5,. 5у...., ы), 
designemos: 


UE (1-81, 2, ces а—1). 
та 
Derivando U, con respecto а /, se obtiene 


ди, < н, 
a у (5.64) 


аа Раду 
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Tomando en cuenta el resultado de la derivación de la identidad 
(5.62) con respecto а Sy, 


ди 


др, Li i de 
Рл У (Ра РЕ 
у me Y 


Lo derivada parcial tolal es 2. (F)==0, ya que F=0 y, por lo 

tanto, las funciones U, son soluciones de las ecuaciones lineales 
л 

homogéneas =% — Р.О, que tienen como solución única U,==0, 


si Ujliao=0. Por consiguiente, si los valores iniciales pols 
Sm 1175,1) li=1, 2, -., п) se toman de modo que U liso™ 0, 


o bien ( 


A EN, 0 @-1, 2, +... n—1) entonces 


EY 0 (j=1,2, 0.01) 


ау aa 
y. por lo tanto, en la superficie (5.60) será dz= 3] p,dx,, o sea, 
к= i=l, 20m 


Р(х, La 
ficie (n— 


Mas 2, ру. Po -+s Phì =U que pase por la super- 
mensional 


A еа 1, ON 
ПЕ аһ 


hay que determinar los valores 


jales Pol sg 0.1 5) 
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a partir de las ecuaciones 


después de lo cual, integrando el sistema (5.54) (pág. 278) con las 
condiciones inici 


Pop 
se obliene: 
х, эл, (868) 
(5.67) 
PT Р. Sn Sa о ‚| AA TA 
(5.66) y 15.67) son las ecuaciones parametricas de la хирегіісіе 
integral buscada. 
Observación. Hemos supueslo que el sistema de ecuaciones 
45.65) es resoluble con respecto а pp. y lambién que cl sistema 
(5.59) satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad. 


Ejemplo. Hallar la superticie integral de Ja ecuación 
por Ja rectal гё 

Escriba la шаса de ш recla = 1, 2. y en forua para 
ligams, гу ез. Delermineimos po(s) y gals) de las ecuaciones (5.05); s= быу, 
ҮТ» —@, de donde р, я, дое Integrando el sistema (5.30) Se obtienes 0” 


ах _dy dz dp dy 
Гас IA 
A A TA 
Tomando en cuenta «que рата /= 0 es 
ly paí 
p-m, pre ce past, зеш, 
Por lo tanto, la superficie integral buscada es 
ree, y=sel, t, о bien z=xy. 


= pq que pase 


se obtiene 


Que para хай sen за 


de donde g= l, ру 21. 
Integrando el sistema de ecuaciones (5.59): 
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se obtiene 

= ten 2404-05 
utilizando las iones iniciales pa-> 1, x=0, боб, 24=8, se 
obtlene p-= +1, gm1, x= z H, ymt: 5 tres últimas ecuacio- 


mes son las ecuaciones 
los parámetros £ y s, 


Җ` s. La 
'amélricas de la superficie integral buscada. Eliminando 
bliene z=y Ex. 


En los problemas de la mecánica con frecuencia hay que resol- 
ver el problema de Cauchy para la ecuación 
FHU Xu že see A 


donde Paga We es un caso particular de la ecuación (5.56) 
(pág. 278). El método de Cauchy—que aplicado a la ecuación 
(5.68) es llamado comúnmente primer método de Jacobi —поѕ con- 
duce al sistema de ecuaciones 


dx, _ de dea des 
a = 
om Tm Tmn ба 
des dm _ de 
il it = и ыт 
Ta СЯ 2 гар, t д 
де допде ӨЛҮ, Ж 
ipi 
To A= i, Cl 200566600) (6.69) 
y a 
de х йн до 
УР У" 
iar 
o bien 


" 

FI (6.70) 

ГЕП 

El sistema de 2л ecuaciones (5.69) no contiene v y puede integrarse 
independientemente de la ecuación (5.70). Después de csto, de la 
ccuación (5.70) la función v se halla por cuadratura. En eslo con- 
siste la peculiaridad de la aplicación del método de Cauchy a la 
ecuación (5.68). Además, en el caso considerado no hay necesidad 
de introducir un parámetro auxiliar en el sistema (5.50), pues este 
papel lo puede desempeñar con éxito la variable independiente £. 


EJERCICIOS DEL CANITULO 5 


Capitulo V. Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden 


y 


z para x22, z=. 


=2 para y=l, 235. 


7 т 0 para x=0, 2-4. 
В, Lalar las superhicies ortogunales a las superficies de la familia z oxy. 
9: Hallar las superficies ortogonales a las superficies de la familia xyz =d, 


ха y Àz 
w ga tan 


Du y du, du 
Mita 


ди ч 
Mat 


ч. Had mo para al, z=. 


15. ¿Es mtegrable la ecuación 
Ur 4 23 01d 4x2 dy 4x9 d20 


mediante una sola relaci 
16, Integrar mediante nna sola relación la ccuacion 
(Hr) de (x } dy +6xz da =0. 
17. Hallar la integral completa de la ecuaciun 
EA 
18, Hallar la integral completa de la ecuacion 
а= pr qu py”. 
19. Hallar la integral cumpleta de la ecuación 
рф =. 
20. Hallar la integral completa de la ecuación 
paang 
21. Hallar las superficies ortogonales a las lineas vectoriales del campo vectorial 
F= (2y Зуд i 02—30) j— 2y ho 
la familia de superficies ortogonales a las lineas vectoriales del 


PDF 10—00. 
23. Hallar las líneas vectoriales, las superficies vectoriales y las superficies 
ortogonales a las lineas vectoriales del campo 
Pod+yj—t. 
pa ймы mo y=2 as, 
рр: а x=! 3 
Ж чиси Paa к=, 


Parte П 


Cálculo variacional 


Introducción 


Conjuntamente con los problemas en que es necesario determi- 
nar los máximos y mínimos de cierta función z= f(x), con {геси?п. 
cia surge en los problemas fisicos la necesidad de hallar los 
valores máximos o mínimos de un género especial de magnitudes, 
llamadas funcionales. 

Se Патап funcionales a las magnitudes variables cuyos valores 
se determinan mediante la elección de una o de varias funciones. 

Por ejemplo, la longitud / del arco de una curva plana (o ala- 
beada) que une dos puntos dados 
Ao Yo) y В(х,, 0), es una У 
funcional (véase la fig. A). La 812,41 
magnitud Ї puede calcularse si " 
se da la ecuación de la curva, 
yy (xy, entonces д) f ygi 

Цио) = | TEWF de. 


El área $ de cierta superfi- 
cie es también una funcional, Fig. А. 
puesto que se determina escogien- 
do la superficie, es decir, escogiendo la función z(x, y) que figu- 
та еп Ja ecuación 2 -- 2 (v, y) de la superficie. Сото es sabido, 


$ дз уі 7 
Slelx, a! Vi) да) “ds 


donde D es la proyección de la superficie en el plano Oxy. 

Los momentos de inercia, los momentos estáticos, las coorde- 
nadas del centro de gravedad de cierla curva o superficie homo- 
génea, son también funcionales, puesto que sus valores se determi- 
nan eligiendo 1а curva о la superficie, es decir, las funciones 
contenidas en la ecuación de dicha curva o superficie. 
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En todos estos ejemplos se tiene una dependencia que es ca- 
racterística para las funcionales: a una función (escalar o vectorial} 
le corresponde un número, mientras que al dar una función z= f (3) 
a un número le correspondía olro número. 

El cálculo variacional estudia los métodos que permiten hallar 
los valores máximos y mínimos de los funcionales, Los problemas 
еп que se exige investigar el máximo o el mínimo de una funcional, 
so denominan problemas variacionales. 

Muchas leyes de la mecánica y la física se reducen a la afir- 
¡nación de que cierta funcional debe alcanzar su minimo о su 
imo en el proceso considerado. 
ste enunciado, dichas leyes 
reciben el nombre de principios va- 
riacionales de la mecánica o de la 
fisica. A dichos principios variacio- 
nales, o a sus corolarios más sil 
ples, pertenecen: el principio de la 
acción mínima, la ley de conserva- 
ción de la energía, la Jey de conser- 
vación del impulso, Ја ley de con- 
servación de la cantidad de movi- 
miento, la ley de conservación del 
momento de la cantidad de movi» 
miento, diferentes principios varia- 
Fig. В. cionales de la teoria clásica y de 

la teoría relativista del campo, 
el principio de Fermat en óplica, el principio de Castiglianos 
en la teoría de la elasticidad, ete. 

El cálculo variacional comenzó a desarrollarse en 1696, llegando 
a ser una disciplina matemática independiente con mélodos propios 
de investigación después de los trabajos fundamentales del miembro 
activo de la Academia de Ciencias de San Petersburgo 1. Euler 
(1707--1783), quien puede considerarse con pleno derecho cl fun- 
dador del cálculo vari: al. 

Los tres problemas ientes ejercieron gran influencia en el 
desarrollo del cálculo variacional : 

Problema de la braquistócrona. En 1696 Tohanis 
Bernoulli publicó una carta en la que propuso el problema sobre 
las líneas de deslizamiento más rápido, o braquistócronas, а la 
atención de Jos matemáticos. En este problema se exige determinar 
la línea que une dos puntos dados A y В, que no pertenecen a 
una misma recla vertical, que posea la propiedad de que un pun- 
to materia! se deslice por dicha línea desde el punto A hasta el В 
en el menor tiempo posible (fig. В). 
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Es fácil ver que la línea de deslizamiento más rápido no será 
la recta que une los puntos A y B, a pesar de que ésta sea la 
distancia más corta entre dichos puntos, ya que al moverse por 
esta recta la velocidad aumentará en forma relativamente lenta; 
si, en cambio, se toma una curva que baje más bruscamente cerca 
del punto A, entonces, aun- 
que el camino se alarga, 2 
gran parte del mismo será 
recorrido con mayor veloci- 
dad, La solución del proble- 
ma de la braquistócrona fue 
dada por 1. Bernoulli, J 
noulli, G. Leibnitz, 1 
ton y G. L'Hópital. La 
de deslizamiento más rápido 
resultó ser la cicloide (véanse 
las págs. 311—312). 

Problema de las lí- ы 
neas geodésicas. Se pi- Fig. С. 
de determinar la linea de 
menor longitud que una dos puntos dados en cierta superficie 

(x, y, 2)=0 (fig. С). Estas líneas son llamadas líneas geodésicas. 

Se liene aquí un problema variacional típico sobre el llamado ex- 
tremo fijo o condicional. Se pide hallas el mínimo de la funcional 
{ИТР Tax, 
y además las funciones y(x) y 2(x) deben someterse a la condición 
{ф(х, у, 2)=0. Este problema fue resuelto en 1698 por J. Bernou- 
15, pero el método general para resolver problemas de este tipo 
jue dado recién los trabajos de L. Euler y J. Lagrange. 

Problema isoperimétrico. Se pide hallar una línea 
cerrada de longitud dada / que delimite el área máxima S. Esta 
línea, como se sabía ya en la Grecia antigua, es la circunferencia 
En este problema se exige hallar el extremo de Ја funciona! $ con 
una condición complementaria peculiar: la longitud de la curva 
debe ser constante, es decir, la funcional 


bs 


гуа 
le 
se mantiene constante. Condiciones de este tipo se llaman isope- 
rimétricas. Los métodos generales de resolución de problemas con 
condiciones isoperimétricas fueron desarrollados por L. Euler. 
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Más adelante se exponen los métodos de resolución de diferen 
tes problemas variacionales, invesligándose sobre todo los extremos 
de las siguientes funcionales, que se encuentran con Frecuencia en 
las aplicaciones: 


$ Ev ир), vidas, 
Сед, дө, Yo, +. + ек, 


ОГА 


}} М (+ Yala y Zara, 


en las cuales las funciones F están dadas, y las funciones y(x), 
0), ...› 0х), 2(Х, y) son los argumentos de jas funcionales. 


CAPITULO 6 


Método de las variaciones en problemas 
con fronteras fijas 


$1, LA VARIACION Y SUS PROPIEDADES 


Los métodos de resolución der problemas variacionales, es decir, 
problemas sobre la investigación de los máximos y mínimos de las 
funcionales, se asemejan mucho a los métodos de' investigación de 
los máximos y minimos de las funciones. Por esto es conveniente 
recordar brevemente la teoría del máximo y el mínimo de las 
funciones, e introducir en forma paralela conceptos análogos y 


demostrar (еогетаѕ semejantes para las funcionales. 


1. La variable 2 se llama 
función de la variable x, lo cual 
se designa así: z= f(x), si a ca- 
da valor de х de cierta región 
de variación de x le corresponde 
un valor de z, es decir, tiene 
lugar la correspondencia: al nú- 
mero x le corresponde el nù- 
mero 2. 

Análogamente se definen tam- 
bién las funciones de varias 
variables. 


2. Se llama incremento Ax del 
argumento x de la función f(x) 
a la diferencia entre dos valores 
de esta variable: Ax=x—x,- Si 
x es la variable independiente, 
la diferencial de x coincide con 
su incremento, dx = Ах. 


10* 


7. La variable v se llama 
funcional dependiente de la fun- 
ción y(x), lo cual se designa así: 
v=u[y(x)), si a cada función 
ye) de cierta clase de funciones 
y(x) le corresponde un valor v, 
es decir, tiene Jugar la corres- 
pondencia: a la función y(x) le 
corresponde el número v. 

Análogamente se definen tam- 
bién las funcionales dependientes 
de varias funciones, y las fun- 
cionales dependientes de funcio- 
nes de varias variables. 


2. Se llama incrementa o va- 
riación бу del argumento y(x) 
de la funcional v[y(x)] a la 
diferencia entre dos funciones: 
Sy=y(x)—y (x). Aquí se supo- 
ne que y(x) varia arbitraria- 
mente en cierta clase de funcio- 
nes. 
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3. La función f(x) se llama 3. La funcional v[y(x)] se 
continua, si a una pequeña va- llama continua, si a una peque- 
riación de x le corresponde una ña variación de y(x) le corres- 
pegea variación de la función ponde una pequeña variación de 
(). ésta. 


La última definición debe ser precisada y aclarada, pueslo que 
de inmediato surge la pregunta: qué variaciones de la función 
y(x), que es el argumento de la funcional. se denominan pequeñas? 
о, lo que es lo mismo, ¿qué curvas y=y(x) e у= 0, (х) se consi- 
deran poco diferentes o cercanas? 

Las funciones у(х} e y(x) se pueden considerar cercanas en el 
caso de que el módulo de su diferencia y(x)—y,(x) sea pequeño 
para todos los valores de x para los cuales se dan las funciones 
у(х) e и (х), es decir, considerar curvas cercanas a aquéllas cuyas 
ordenadas sean próximas. 

Sin embargo, bajo esta definición de proximidad de las curvas, 
las funcionales de la forma 


4 
о[и 00] =} Ft, y, y) dx, 
М 

que se encuentran а menudo en las aplicaciones, serán continuas 
sólo en casos excepcionales, debido a que la función subintegral 
contiene al argumento у’. Por eso, en muchos casos es más natura! 
considerar cercanas sólo las curvas cuyas ordenadas y cuyas direc- 
ciones de las tangentes en los puntos correspondientes sean próxi- 
mas, o sea, exigir que para las curvas cercanas sea pequeño no 
sólo el módulo de la diferencia y(x)—y, (х). sino también el de la 
diferencia y' (x)— y; (x). 

A veces también es necesario considerar cercanas sólo a las 
funciones para las que sea pequeño el módulo de cada diferencia: 


и(х)— 0 (0, Y (0—01 0), 
A И) 0). 
Por esto se hace necesario introducir las siguientes definiciones de 
proximidad de las curvas (x) е y= и, (0). 

Las curvas y=y(x) e уу, (х) son cercanas, en el sentido de 
proximidad de orden nulo, si el módulo de la diferencia у(х) — и (x) 
es pequeño. 

Las curvas y=y(x) e y =y, (х) son cercanas, en el sentido de 
proximidad de primer orden, si los módulos de las diferencias y(x)— 
=p (x) e y (2) —yi (х) son pequeños, 

Las curvas 


у=0(0) e yu 
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son cercanas, en el sentido de proximidad de k-ésimo orden, si los 
módulos de las diferencias 
900—0, (х), 
Y (у—й(х), 
А AO a) 
son pequeños. 


п la fig. 6.1 se representan curvas cercanas en el sentido de 
proximidad de orden nulo que no lo son en el sentido de proxi- 
midad de primer orden, р que sus coordenadas son próximas, 


Fig. 6.1 Fig. 62 


y no lo es la dirección de las tangentes. En la fig. 6.2 están rep- 
as curvas cercanas en el sentido de proximidad de primer 
orden, 

De estas definiciones se deduce que si las curvas son cercanas 
en el sentido de proximidad de k-ésimo orden, entonces con mayor 
razón lo serán en el sentido de proximidad de cualquier orden 
menor. 

Ahora podemos precisar el concepto de continuidad de una 
funcional. 


3', La función f(x) es conti- 3". La funcional v[y(x)] es 
nua para х= хо, si para todo e continua para y=Y(x) el 
positivo existe un 6 >0 tal que sentido de proximidad de k-é 
SS cuando [x— orden, si рага lodo e posi 


РЕА ри д existe un ӧ 2. 0 tal que 
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Aqui se sobreentiende que x 
toma valores para los cuales la 


[оа 091— 0190 004: € 
рага 
función f(x) está definida. 


1400—y0 б, 
[y co—me01< 8, 


TOS 
Aquí se sobreentiende que la 
función y(x) se toma de la clase 
de funciones en la cual la fun- 
cional о [y(x)] está definida. 


Se hubiera podido definir el concepto de distancia p(y,, Ya) 
entre las curvas у= (х) е y=14(%) (хох ху) y consideras 
entonces curvas cercanas a las curvas cuya distancia sea pequeña. 

Si se considera que 


Pu Yo max [09—600 
o sea, si se introduce la métrica del espacio С, (véase la pág. 52), 


se llega al conceplo de proximidad de orden nulo. Si consideramos 
que 


è 


оф. тах yP (х) 00 | 


Fuaran 
(se supone que y, e ye tienen derivadas continuas hasta de k-ésimo 
orden inclusive), la proximidad de las curvas es de А-ёзіто orden. 


4. Se Пата función lineal а 
la función ((x) que satisface las 
siguientes condiciones: 

Цех) == сі (х), 
donde с es una constante arbi- 
traria, y 

Hart а) = ГО) (ху). 

La función lineal de una varia- 
ble tiene la forma 

1Ux)=kx, 
donde # es una constante. 


4. Se llama funcional lineal 
а la funcional £ (y(x)] que satis- 
face las siguientes condiciones: 
1.400] = cL y (o), 
donde с es una constante arbi- 
traria, y 
L n= 
=й EN >L fy. 
Un ejemplo de funcional 
lineal es 


диод] | pyty ds 
PA 


$ 1. La variación y sus propiedades 


295 


5. Si el incremento de la 

función 
М=к+А)—[) 

puede representarse en la forma 

M-A()Ax+B(x, Ax) Ах, 
donde A(x) no depende de Ах 
у Bix, Ax)— 0 cuando Ax—0, 
entonces la función se llama 
derivable, y la parte А (х) Ах del 
incremento, lineal con respecto 
a Ax, se llama diferencial de la 
función y se denota por df. 
Dividiendo entre Ax y pasando 
al límite рага Ax- +0, se obtie- 
ne que А(х) = /' (х) y, por lo 


tanto, 
di=f'(x)Ax. 


5. Si el incremento de la 
funcional 


Au=0 у(х) +84] —v [y (9) 
puede representarse en la forma 
Av=L[y(0, ôy] 

i BUH. бу) тах |бу], 


donde 1. у(х), бу] es una fuñ- 
cional lineal con respecto а бу, 
m es el valor máximo de 
15y| y Вб), ôy)—0 cuando 
тах |&у| — 0, entonces la parte 
del incremento lincal con res- 
pecto a бу, es decir, үш), $), 
se llama variación de la funcio- 
nal y se designa por ôv. 


De este modo, la variación de la funcional es la parte principal 
del incremento, lineal con respecto a бу. 

Al investigar las funcionales la variación juega el mismo papel 
que la diferencial en el estudio de las funciones. 

Se puede dar tembién otra definición casi equivalente de dife- 
rencial de una función y de variación de una funcional. Conside- 
remos el valor de la función f(x4- Ax) para x y Ax fijos y para 
valores variables del parámetro о. Para a=1, se obtiene el valor 
incrementado f(x--Ax) de la función; рага @—0, se tendrá el 
valor original f(x) dle ésta. No es dificil comprobar que la derivada 
de f(x+a4x) con respecto a a es igual, рага «= 0, а la diferen- 
cial de la función f(x) en el punto x. En efecto, según la regla de 
derivación de una función compuesta, 


di(x). 


En forma completamente análoga, para la función de varias 
variables 


Ea humo Гост ол) Ахры Ки) 


2— Ftp Xp... £a) 
se puede obtener la diferencial derivando 
Fl hasr, хах <<, х, | аА) 
соп respecto а æ, y haciendo después ®— 0, En electo, 


ъа) У ZE Axm df. 


Aa, npada o 
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Para las funcionales de forma v[y(x)] o más complejas, depen- 
dientes de varias funciones o de funciones de varias variables tam- 
bién se puede definir la variación como la derivada de la funcio- 
nal v[y(x)--aby] con respecto а a, para a=0. En electo, si la 
funcional posee variación en el sentido de parle lineal principal 
del incremento, entonces éste tiene la forma 


Av=0[y(x)-| aby] —o[y(x)]=L 1. аА) ' Piy, 28y)] a | тах | syl. 
La derivada de v[y-- обу] con respecto a a es igual, рага а = 0, a 


lim м lim 2% = lim 208-250-610 (2), аду! [ol max] бу _ 
да-0 A д>) 2 no а 
=lin 


L tg, аби) | lin MU. abs] al mex tyi LW, Sy), 
a 


a>0 
puesto que, en virtud de la linealidad, 
L(y, aby) = eL (y, Sn, 


иш 1800. bg je (noz [Sp] = limp loto, обу] max] dy|=0, 
paa) 


ao 


debido а que B[y(x). 30 рага a— 0. De esta manera, sí 
existe variación en el sentido antedicho, existirá también variación 
en el sentido de derivada con respecto al parámetro para el valor 
inicial del mismo, y ambas definiciones son equivalentes. 

La segunda definición es un poco más amplia que la primera, 
puesto que existen ejemplos de funcionales de cuyo incremento no 
se puede extraer la parte lineal principal, pero existe la variación 
en el sentido de la segunda definición. 


6. La diferencial de la fun- б. La variación de la funcio- 
ción f(x) es igual a nal vjy(a)] es igual a 
9 
фата). FU ly 004 aby) lamo- 


Definición. La funcional o[y(x)] tiene un máximo en la curva 
у= (Хх), si su valor en cualquier curva próxima a у= у(х) no es 
mayor que v[yo (x)), es decir, Av= [y(1)—0(goL0]S 0. 

Si До<<0 y además Au=0 5610 cuando у(х) = уу (х), entonces 
se dice que en la curva у=у, (х) se tiene un máximo estricto. 
Análogamente se define la curva y=w(x) en la que hay un 
mínimo. En este caso Ар;®0 para todas las curvas cercanas а la 
curva y=Y (0). 
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7. Teorema. Si la función Т. Teorema, Si la funcional 
derivable f(x) alcanza su máximo о|у(ху], que posee variación, al- 
o su mínimo en un punio inte- салга su máximo o su mínimo 
rior x=x, de la región de defi- para y=ye(x). siendo у(х) un 
nición де la función, entonces en punto interior de la región de 


este punto será definición de la funcional, enton- 
af. ces para y =y (х) será 
ôv =0. 


Demostración del teorema para las funcionales, 
Рага у(х) y ôy fijos, о[у„(х)-- абу] =p (a) es una función de a, 
la cual, por hipótesis, tiene еп а =0 un máximo о un minimo; 
por consiguiente, la derivada 


9 (0)=0%), о bien 30. о[и (х) аби =0, 


о sea, бо = 0. De este modo, en las curvas en las que la funcional 
tiene un extremo, st variación es igual a cero. 

El concepto de exfremo de una funcional debe ser precisado. 
A] hablar del máximo o del mínimo, más exactamente, del máximo 
o del mínimo relativos, tuvimos en cuenta el mayor o el menor 
valor de la funcional sólo con respecto a los valores de ésta en las 
curvas cercanas. Pero, como fue indicado anteriormente, la proxi- 
midad de las curvas puede entenderse de diferentes maneras. Por 
esto, en la definición de máximo o de mínimo hay que señalar 
qué orden de proximidad se tiene en cuenta. 

Si la funcional v[y(x)] alcanza su máximo o su mínimo en la 
curva y= уџ(х) con respecto a todas las curvas para las cuales el 
módulo de la diferencia y(x)—y, (x) es pequeño, es decir, соп res- 
pecto a las curvas cercanas a y = y(x) en el sentido de proximidad 
de orden nulo, entonces el máximo o el mínimo se llama fuerte. 

Si, en cambio, Ja funcional v[y(x)] alcanza su máximo о su 
mínimo en la curva у= (х) sólo con respeclo a las curvas 
y=- yix) cercanas a у= у(х) en el sentido de proximidad de primer 
orden, а sea cercanas а у= yo(x) no sólo por sus ordenadas, sino 
también por las direcciones de sus tangentes, el máximo о el 
mínimo se denomina débil. 

Es evidente que si en la curva y—yo(%) se tiene un máximo 
(o minimo) fuerte, entonces se tiene también uno débil, puesto que 
si la curva es cercana а y= y(x) en el sentido de proximidad de 
primer orden, lo será también en el sentido de proximidad de 


2) a puede tomar tanto valores positivos como negativos en un entorno del 


punto 20, puesto que Yo (я) es un punto interior de la región de definición de 
la Tuncional, 
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orden nulo. Sin embargo, es posible que en la curva yu=Yp(x) se 
alcance un máximo (mínimo) débil y al mismo tiempo no se alcance 
un máximo (minimo) fuerte, o sea, que entre las curvas у= у(х) 
cercanas а y= y(x), tanio por sus ordenadas como por la dirección 
de sus tangentes, pueden no haber curvas para las cuales v Шш) 
> [900] (en el caso de mínimo, v[y(x)] ~. о [9009]. y entre las 
curvas y=y(x) cercanas sólo por sus ordenadas, pero уа no pró- 
ximas por la dirección de sus tangentes, se pueden encontrar curvas 
рага las cuales v [y (x)] > v {y (%)] (en el caso de mínimo, o [4()1-- 
< v[yo(x)]). La diferencia entre un extremo fuerte y uno débil no 
tendrá un significado sustancial para la deducción de la condición 
necesaria fundamenta) de extremo, pero ésta será muy importante 
en el capítulo 8, al estudiar las со ¡ones suficientes de extremo. 

Obsérvese, además, que si en la curva у= д, (х) se tiene un 


extremo, entonces no sólo ¿u[yo(x)+aby]la=o=0, sino también 


ош, а)]|к=+» +0, donde y(x, 2) es una familia cualquiera de 
curvas admisibles; además, para 2=0 y рага a=1 la función 
y(x, a) debe transformarse respectivamente еп (х) € Yo(1)-- y. 
En efecto, v[y(x, 29] es función de æ, ya que al dar œ se deter- 
mina una curva de la familia y=y(x, 2), por lo que se determina 
también el valor de la funcional v(y(x, 2). 

Esta función, por tesis, alcanza su extremo cuando a=- 0; 
por lo tanto, su derivada se anula para «= 0*). 


De este modo, у VÍY(%. «1-0: sin embargo, esta deri- 
vada, en general, ya no coincidirá con la variación de la funcio- 
nal, pero se anulará—como acabamos de ver—simulláneamente 
соп фу en las curvas que rel п el extremo de la funcional. 

Todas las definiciones de este parágrafo y el teorema fun- 
damental (pág. 297) se generalizan, casi sin modificaciones, a las 
funcionales dependientes de varias funciones desconocidas 


о[у, (х), y 0) ++ Y). 
o dependientes de una o de algunas funciones de varias variables 
olai ж .-., ж], 
Бө.» ээ» ИД, > o Za (Жр е. сезу. so 


TO 
Por ejemplo, la variación бо de la funcional w[z(x, y)] puede 
definirse como la parte lineal principal con respecto а дг del 


») Se presupone que œ puede tomar valores cualesquiera cercanos а a=0, 


y que кшн SUE A 


$ 2 Ecuación de Euler 


incremento 
Av=0(z(x, 9 +62] —o[=(x, 1), 


o como la derivada respecto al parámetro en el valor inicial del 
mismo 


жог нава, 


además, si para z =z (x, y) la funcional о tiene un extremo, enton- 
ces para esta г la variación ёо =0, puesto que u[z(x, 3) 4-82} es 
una función de а que tiene, por hipótesis, un extremo en a=0. 
En consecuencia, la derivada, de esta función con respecto a œ se 


anula para а= о[абх, y)+aðz]lz0=0, o bien du=0, 


$ 2. ECLACION DE EULER 
Analicemos el extremo de la funcional 
4 


ofu = } Р(х, yo, y (ах, (6.1) 


si los puntos frontera de las curvas admisibles están fijos: у(х) = yo 
e yaza (fig. 6.3). La función F(x, y, y') se considerará deri- 
vable [res veces. 

Ya sabemos que la condición necesaria para que haya un extremo 
es la anulación de la variación de la funcional. Mostremos ahora 
cómo se aplica este teorema funda- 
mental a la funcional considerada; 
además, repetiremos el razonamien- 
to anterior aplicado a la funcional 
(6.1). Supongamos que en la curva 
ш= у(х), derivable dos veces, se 
diene un extremo (exigiendo sólo 
la existencia de derivadas de pri- 
mer orden de las curvas admisi- 
bles, se puede demostrar por otro 
método que la curva, que realiza 
el extremo, posee también derivada 
segunda). Fig. 63 

Tomemos cierta curva admi- 
sible y =y(x) cercana a y==y(x) e incluyamos y=y(x) e y= 
en la familia monoparamétrica de curvas 


yla, )=y() або) yl: 
cuando «=0, se obtiene la curva у= (х); рага а = І, se tiene 
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y= у(х) (fig. 6.4). Como ya es sabido, la diferencia y(x)—y (x) se 
lama variación de la función у(х} y se designa por бу. 

En los problemas variacionales h variación бу desempeña un 
papel análogo al del incremento de la variable independiente Ax 
en los problemas del estudio de los extremos de una función f(x). 
La variación 6y=y(x)—y(x) es una función de х. Esta función 
ойе derivar una o varias veces, siendo (ôy) 4) —y'(x)= 
, es decir, la derivada de la variación es igual a la variación 
de ја derivada; arálogamente 

Oy =y ()—Y 00 - dy. 
(Sy Y a) By, 

De este modo, consideremos la familia y=y(x, о), donde 
y(x, a) =y(x) | обу, que contiene. рага с: 0, la curva en la cual 
se alcanza el extremo, y para 
a= 1, cierta curva admisible cer- 
cana, Mamada curva de compa- 
ración. 

Si consideramos los valores 
de la funcional 


Е 


оо) } Р(х, y, и) 


de 


sólo en las curvas de la familia 
g= у(х, a), la funcional se trans- 


Fig. 64 
forma en una función de о: 


ох, ө] = Ф (a), 

ya que el valor del parámetro a: determina una curva de la familia 
y=y(x, а), determinando también con esto el valor de la funcio- 
nal uly(x, ®)]. Esta función p(a) tiene un extremo en 4=0, 
puesto que pora dicho valor se obtiene y=y(x), teniendo la iun- 
cional, por hipótesis, un extremo con respecto a cualquier curva 
cercana admisible y, en particular, con respecto a Jas curvas cer- 
canas de la familia y=y(x, о). La condición necesaria para que 
la función q (a) tenga un extremo еп a=<0, como es sabido, es la 
anulación de su derivada para «=0: 


g (0)=0. 


Como 


еба) { Р(х. ңа, а), 0, ax, 
à 


$ 2. Ecuación de Euler 301 


entonces 


а) [E Zu о Lv 0.0] &, 


donde 
F, =P (х, y(x, a), y (a a), 


Fy= ру Рх, убх, а), y оў, 
о, puesto que a А 
загиб 0) jg la+ абу] = dy 


Lv а) ару абу] ву, 
se obtiene 


Ф'(а)= } [F (x, ибх, a), y (e а) 8у-- 


z 
+ Р(х, yix, а), у'(х, 0)8y'] dx; 
0) Рәх, иб, y DIH Рух, уб), y (0)8yJáx. 


Como ya hemos visto, q” (0) se llama variación de Ја funcional, 
y se designa por ðo. La condición necesaria para que la funcional 
v tenga un extremo, consiste en la anulación de su variación: 
ӧо= 0. Para la funcional 


ои] =} Р(х, y, у)ах 
ES 
esta condición tiene la forma 
ЎА, dy +F,dyJdx=0. 


Integrando el segundo sumando por partes, y tomando en cuenta 
que ôy’ —(6yY, obtenemos 
a 
do [Ey \(Р,— Ри) bue. 
Pero 
би| ax а) 4%, 


0 y буй, 


(xy) 0, 
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en virtud de que todas las curvas admisibles en el problema simple 
considerado pasan por puntos frontera fijos y, por lo tanto, 


v= { ге, Р, gar. 
De este тойо, la condición necesaria de extremo toma la forma 


(2) буах--0, (6.2) 


donde el primer factor F,—¿¿Fy es una función continua dada 


en la curva y = y(x) que realiza el extremo, y el segundo factor бу, 
debido a la arbitrariedad en la elección de la curva de compara- 
ción y-y(x), es una función arbitraria que satisface sólo ciertas 
condiciones muy generales, más exactamente: la función бу se anula 
en los puntos frontera x~ х, y х = ху, es continua y derivable una 
o varias veces, бу о bien бу y Oy” son pequeños en valor absoluto. 
Para simplificar la condición (6.2) oblenida, aplicaremos el 
siguiente lema: 
Lema fundamental del cálculo variacional. Si para cada 
función continua ах) Se tiene 
f Dendro, 


siendo D(x) una función continua en el segmento [xp, xy]. entonces 
(1) :0 


en dicho segmento 

Observación. La afirmación del lema y su demostración no 
varían si a Ja función 1(x) se le imponen las siguientes limitaciones: 
(ху) == А n(x) tiene derivadas continuas hasta de orden 
р, (We s50, 1, .... 0 gp). 

Demostración. Suponiendo que en el punto x=x contenido en 
el segmento хо х< ху, sea Ф (х) 20, se llega a una contradicción. 
En efecto, de la continuidad de la función (D(x) se deduce que si 
Ф (х) © 0, entonces Ф(х) conserva su signo en cierto entorno (Xx, < 
<x<xy) del punto x. Pero entonces, tomando una función n(x) 
que también conserve su signo en este entorno y sea igual a cero 
fuera del mismo (fig. 6.5), se obtiene 


| юоутођа ў Фп: 60, 
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ya que el producto Ф (х) (х) conserva su signo en el segmento 
(х хх) y se anula fuera del mismo. De este modo, hemos 
llegado a una contradicción; por lo tanto, (D(x)==0. La función 
n(x) puede escogerse, por ejemplo, así: э(х) жш 0 fuera del segmento 
(LEILA п) = kii (х) en el segmento (5х 
Ж), donde л es un entero positivo, y А, un factor constante. 
Es evidente que la función n(x) satisface las condiciones considera- 
das anteriormente: es continua, tiene derivadas continuas hasta de 


orden 21—1, se anula en los puntos х, y X, y puede hacerse tan 
pequeña como se quiera en valor absoluto, conjuntamente con sus 
derivadas, disminuyendo el módulo del factor %. 
Observación. En forma completamente análoga se puede 
demostrar que si la función D(x, y) es continua en la región D 


del plano (x, y) y se tiene que SÍ D(x, yyt, yde dy 
> 


рага 


funciones n(x, y) arbitrarias que satisfagan sólo ciertas condiciones 
generales (continuidad, derivabilidad una o varias veces, anulación 
en las fronteras de la región D, |n] < e, |у: |е, [9,1 < в), enton- 
сез será Ф(х, y)=0 en la región D. La función n(x, y) al demos- 
trar el lema fundamenta) se puede tomar, por ejemplo, asi: n (x, y) =0 
fuera de un entorno circular de radio suficientemente pequeño e, 


del punto (х, y), en el cual Ф(х, y)40, y en dicho entorno 
la función тб, 0) = х4 Qe resi: (ig. 6.5). Un lema 
análogo sc cumple también para las integuales multiples. 

Apliquemos ahora el lema fundamental para simplificar la con- 
dición necesaria (6.2). obtenida anteriormente, de extremo de la 
funcional (6.1), 


T(E, ir) öydx=0. (62) 
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Todas las condiciones del lema se cumplen: en la curva que rea- 
liza el extremo, el factor (F,—¿Fv) es función continua, y la 


variación ôy es una función arbitraria a la cual se han impuesto 
sólo limitaciones de carácter general, ya previstas en el lema funda- 


mental. Por lo tanlo, Ey Рота en la curva y==y(x) que rea- 


z 


0) 


У, 


tig 66 


liza e) extremo de la funcional considerada, es decir, y = y(x) es 
solución de la ecuación diferencial de segundo orden 


d 
PERO, 
o bien, en forma desarrollada, 
Р-Р. Ру Еу 0. 


Esta ecuación se denomina ecuación de Euler (ella fue publicada 
por primera vez por él en 1744). Las curvas integrales de Ja ecua- 
ción de Euler y==y(x, Сү, Сз) se Патап exfremales. Sólo en las 
extremales puede alcanzarse un extremo de la funcional 


о[0)1= fr (Œ, y, y')dx. 


Para hallar la curva que realice un exitemo de la funcional (6.1) 
se integra la ecuación de Euler у se determinan las dos constantes 
arbitrarias, qué figuran en la solución general de esta ecuación, de 
las condiciones de frontera у(х) = у, y (х1) ==. Sólo en las extre- 
males que satisfacen estas condiciones se puede realizar un extremo 
de la funcional. Sin embargo, para establecer si se realiza en rea- 
lidad y no en ellas el extremo, y además si es un máximo o un 
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mínimo, hay que aplicar las condiciones suficientes de extremo, 
expuestas en el capítulo 8, 
Recordemos que el problema de frontera 


E, —EFr=0, у(х) = y= 


no siempre tiene solución, y si la solución existe, puede no ser 
única (véase la pág. 162). 

Obsérvese que en muchos problemas variacionales la existencia 
de la solución es evidente del sentido físico o geométrico del pro- 
blema, y si la ecuación de Euler que satisface las condiciones de 
fronlera es única, esta única exiremal será la solución del problema 
variacional considerado. 


Ejemplo 1, ¿Eu qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional 


= 
т А 
ошл} лаа у=, (3) 17 


fj 


La ecuación de Euler tiene la forma y”-+y==0; su solución general es y =C; cos x + 
+ Cy sen х, Utilizando las condiciones de frontera, se obtiene: Су==0, Суг= 1; por 
consiguiente, el extremo puede alcanzarse sólo en la curva y= Sen x. 

emplo 2, ¿En qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional 


1 
o= {ичара к=, у) 
à 


La ecuación de Euler tiene la forma y—6x=0, de doude y=3"4-Cyr-+Cs. 
Utilizando las condiciones de frontera, obtenemos: Ci=0, Су =0; por lo tanto, 
el extremo puede alcanzarse sólo en la curva у=. 


En estos dos ejemplos la ecuación de Euler fue integrada fácil- 
mente; pero esto no siempre ocurre, puesto que las ecuaciones 
diferenciales de segundo orden se integran en forma finita") sólo 
en casos excepcionales. Veamos algunos casos simples de integración 
de la ecuación de Euler. 

1) F no depende de y: 


F= Р(х, y). 


La ecuación de Euler tiene la forma F,(x, y)=0, puesto que 
Fy=0. La solución de la ecuación finita F, (х, у) = 0 obtenida по 
contiene elementos arbitrarios y, por esto, en general no satisface las 
condiciones de frontera y(x) = ya e y (x)= 4, 


*) Véase la nota al pie de la pág. 22 (N, de la Reg.) 
a 
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Por lo tanto, la solución del problema variacional considerado 
en general no existe. Sólo en casos excepcionales, cuando la curva 


F (х, y)=0 


pasa рог los puntos frontera (х,, yo) Y (Xu Y), existe una curva 
en la que se puede alcanzar un extremo. 


Ejemplo 3. 


оре} yde рв 


ШЕ 
La ecuación de Euler tiene la forma 
Fp=0, о bien y= 


La extremal y==0 pasa por los puntos frontera solo cuando р, =© е y =0 (lig. 6.2» 


Fig. 0,7 Fig. 68 


Si yo=0 e y, =0, es evidente que la función y—0 realiza el mínimo de la fun» 
р 
cional spas ya que v[y(x)]>>0, siendo 0—0 para y=0. Si, en cambio, 


por la menos yo 0 уу по es igual a cero, no se alcanza el minimo de la funcional 
en las funciones continuas. Eslo es comprensible, pues se puede tomar ила suce- 
sión de funciones continuas y,(x). cuyas prá- 
ficas se compongan de un arco de curva que 

nada del punto 
s; después, de 


de un arco de curva que 
el punto (z, p) (ig. 
6.8) Es evidente que en las curvas de esta su- 
cesión los valores de la funcional de diferencian 
de cero en Torma arbitrariamente pequeña y. 

To tanto, la colu inferior de valores de la 
Exñcional es igual а cero. Sin embargo, esta cola 
inferior no puede alcanzarse en una curva con- 
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Unua ya que, para cualquier curva continua у = у(х) no idénticamente nula, la 


integral ў dx > 0. Esta cota inferior de valores de la funcional se alcanza en 
la Sonción discontinua (fig. 6.9) 


v(x) =g 
para дох. 


2) La función F depende de y' en forma lineal: 
FG у, у= М(х, у)-Е № ys 


vlo= | [mi + Nen] к 


La ecuación de Euler tiene la forma 


А =н эдк ENG, y=0, 
ӘМ, дА, 
+ y 9х -$r =0, 
o bien 
MLN o; 
wo wT: 
pero ésta, al igual que en el caso anterior, de nuevo es una 
ecuación finila, y no diferencial. La curva E 0 no satis- 


7 
face, en general, las condiciones de frontera. Bor lo lo tanto, el pro- 
blema variacional, por regla general, no liene solución en la clase 


de funciones continuas. Si, en cambio, HO, la expresión 
Mdx+N dy es una diferencial tolal y 


v Saro 


no depende del camino de РРР ; el valor de la funcional y 
es constante en las curvas admisibles. El problema variacional 
pierde el sentido. 


Da ОТ, 


Ejemplo 4. 


1 
зди) | Web) ds y (0) 0, у1)=а. 
E 
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La ecuación de Euler tiene la forma E, o bien y—x=0. La primera 


condición de Irontera, y(0)=0, se cumple, pero la segunda se satisface sólo 
cuando a=1. SI а = Ù, no existe ninguna extremal que satisfaga las condiciones 
de fronter: 

Ejemplo 5. 


ошо) { чх) de, o bien otg (t= | (det а: 

М у(х) =з» уба) y 

La ecuación de Euler se reduce a una identidad, 1 =). La expresión subintegral 
es una diferencial total, y la integral no depende del camino de integraci 


М 
о10001= | d e) хин лола 
рог cualquier camino de integración. El problema variacional no tiene sentido. 


3) F depende sólo de y”: 
F=F(y). 


La ecuación de Euler tiene la forma Fyyy"=0, puesto que Fp = 

му =Fyy=0. De aquí se obtiene y"—=0, о bien F yy = 0. Si 
@, еп{опсез у == Сух 4-С„, que es una familia biparamétrica de 
ineas rectas. Si la ecuación Ру, (y')=0 tiene una o varias raíces 
reales y'= k;, entonces y=k¡x-+C, y obtenemos una familia mono- 
paramétrica de rectas contenida en la familia biparamétrica y 
=C,x+4.C, obtenida anteriormente. De esta forma, en el caso 
БАШ todas las líneas rectas posibles y-=C,x--C, son extre- 
males. 


Ejemplo 6. La longitud del arco de una curva 


titl= { VTF de 
tiene como extremales las rectas у=Сүх-ЕС,. 
Ejemplo 7. El tiempo /[у(®)| invertido en el desplazamiento por cierta 
curva y= y (x) desde el punto A (xo. Yo) hasta el punto В (х1, й), si la velocidad 


pm" (4) depende sólo de y’, es una funcional de la forma 
утту 
tly: enf Чу = 


A dás Үү 
oa 


Por lo tanto, las exiremales de esta funcional son líneas rectas. 
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4) F depende sólo de x e y: 
F=F(x y). 

La ecuación de Euler toma la forma Р(х, y)=0 y, por lo 
tanto, tiene la primera integral Fy (x, y')=C,. Además, como la 
ecuación de primer orden obtenida Р(х, y')=C, no contiene a y, 
ésta puede integrarse o bien resolviéndola directamente respecto 


a y' e integrando, o bien introduciendo un parámetro escogido en 
forma adecuada (véase la pág. 72). 


Ejemplo 8. La Грпсіопа! 
Ho on- | УТЕ? F de 


(: «з el tlempo invertido en el desplazamiento por la curva у =y (x) de un punto 


а ойго, si la velocidad del movimiento es v=x, puesto que si @ =x, entonces 


а AE TA 
гі 


y 
2) La primera integral de la ecuación de Euler Р, = Сү 


tene la forma 0—6 =- Су. La forma más sencilla de integrar esta ecuación 
х TY 
es lutroducir Un parámetro, haciendo y'= tg f; entonces 
Ly 1 
ie, 
1 


о bien x=; sent, donde С, = 


Hoien dy tg t dx= tgt-C; соз! ш =, sen t dt. 
Integrando, se obtiene y = — С, cos +C. De esta manera, 
х= Сузеп!, у С. = С, созі 


о Шеп, eliminando £, obtenemos xt4-(y— 


= Сї, que es una familia de circun- 
ferencias con centros en el eje de ordenadas. 


5) Е depende sólo de y e y: 
F=FY у). 
La ecuación de Euler tienc la forma F,—F yy —F yyy! =0, 
puesto que Куу = 0. Si se multiplica esta ecuación miembro a miem: 
bro por y', entonces, como no es difícil comprobar, el primer 


miembro se transforma en la derivada exacta £(F—yFy). 
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En efecto, 
BEEN БЕИ Ey Foy E Y = 
=y (Fy Гуру Е). 
Por consiguiente, la ecuación de Euler tiene la primera integra! 
F-Y Fy= C; 
además, como esta ecuación de primer orden no contiene explíci- 


tamente a x, puede ser integrada resolviéndola con respecto a y” 
y separando variables, о introduciendo un parámetro. 


Ejemplo 9. Problema de la superficie mínima de rotación: delerminar 
la curva, con sus punlos frontera dados, qne al girar alrededor del eje de las 
abscisas forme mna superficie de área mínima (fig. 6.10), 


Fig. 6.10 
Como es sabido, el área de una superficie de revolución es 


р 
зразаў vy Tide 


Es 
La función subintegra depende sólo de y e ү; Jo tanto, la primera integral 
de la ecuación de Euler беде la forma 7 ИЙЕ " bid 
Ey Ey 
yy! 


о, en nuestro caso, y TF y 


Simplilicando, se obtiene [ДЕТИ 20). El modo más sencillo de Integrar 
esta ecuación es hacer la sustilución Y =sh t. Entonces у= С, y 


Pte, dt; х=Си--С„ 
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De este modo, la superficie buscada se forma por rotación de la linea cuya ecua- 
ción en forma puramétrica es 
х=Си+С, 


y=Cycht. 


Eliminando el parámetro £, tendremos y=C 0, que es una familia de 


л 
catenarias; al girar, éstas [orman superficies denominadas catenoides, Las constan- 
des C, y бу se determinan por la condición de que la línea buscada pase por 
los pinitos trontera dados (ба la posición de los puntos А y B pueden existir 
una, dos o ninguna Solución). ч 

Ejemplo 10. Problema de la braquistócrona (véase la pág. 288); deter- 
minar 1а curva que una dos puntos dados А у В a) moverse por la cual un punto 
material caiga desde el punto A hasta el 8 en liempo minimo (el rozamiento 
y la resistencia del medio se desprecian). 

Ubíquemos el origen de coordenadas eu el punto A, el eje Ox, en lorma 
horizontal, y el Oy, verticalmente hacia abajo. La velocidad de movimiento del 


punto material es E А de aquí se halla el tiempo invertido en el despla- 
zamiento del punto desde la posición A(0, 0) haste la posicion B(xj. p): 


Livra 
tW- == а 
$ yy 


== le, y(0)=0, y lx) 0. 
VE y (0): 90). 
Como esta funcional también es de forma simple y su función subintegral no 


sontiene explicilamente a х, entonces la ecuación de Euler tiene la primera 
integral F—y'F „=C, o, en mestro caso, 


ТЕКЕ 
Vo Уту» 
П 
de donde, después de simplificar. tendremos =C, о bien 
“ E Pore 


y(l- ИЗ) = Съ. futroduzcamos el parámetro £, haciendo y'=cig /; entonces se 
Obtiene: 


gam Ca seut = Uco, 
Sen feus idt 


agt 2Gp sent t dt «+ Ca (1— cos 24) dè, 


хс (t- E с, нб ш-н 2) + Co 


Por lo tanto, ен forma paramélrica la ecuación de la linea buscada es 


с 
y- Fios. 


Si se transforma el parámetro niedianle la sustitución =f. у se toma en 
cuenta que C¿=0, puesto que para y==0 es x=0, se obliene la ecuacion de una 
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familia de cicloides en la forma habitual: 
Le 4. 


и 001-4). 


siendo © el radio de la circunferencia que rueda, el cual se determina de la 


condición de que la cicloide pase el punto В (к, pı). De este modo, la 
Eraquisidcrona ы una Кый зо P к 


$ 3. FUNAIONALES DE LA FORMA 


Ebo Yo Ye 6 Ve Vi e с ad 


Para obtener las condiciones necesarias de extremo de la funcional 
del tipo más general 


ШИЛ ЧУ а ho Yin о Y dd 


con condiciones de frontera dadas para todas Jas funciones 

и. (хо) =Y (о) Ya -e Yal) > Yu» 

NE) Yn А) << Val) bar 
агетоѕ sólo una de las funciones 

Шо) G=12..m 
dejando las demás invariables, Entonces la funcional [y Ya... 
--»+ Yn] se transforma en una funcional que depende sólo de una 
función variable, por ejemplo, de у, (х), 
ГА Р] 

del tipo considerado en el $ 2. Por consiguiente, la función que 
realiza el extremo debe satisfacer la ecuación de Euler 


4 
6Р0. 


Como este razonamiento es aplicable a cualquier función y, {i= 
=1,2,..., п), se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales 
de segundo orden 

d 
4 


Д 


@=1,2,,..,} 
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que determinan, en general, una familia dependiente de 2л pará- 
metros de curvas integrales en el espacio х, Y. Ye .,-, Ym 90е 
es la familia de extremales del problema varjacional dado. 

Si, en particular, la funcional depende sólo de dos funciones 


Y) y 20): 
viy, 2(0)=Í F(x y, 2, y, 294 
Н 


YU) =Y 20) = 2, yE za) 
o sea, se determina eligiendo la curva alabeada y=y(x), 2=2(x) 
(fig. 6.11), entonces, variando sólo у(х) y fijando 2 (х), cambiamos 
nuestra curva de tal modo que su proyección en el plano х02 по 
varía, es decir, la curva permanece todo el tiempo en el cilindro 
de proyección z= z(x) (fig. 6.12). 


Fig. б! 


Análogamente, fijando y(x) y variando г (х), variamos la curva 
de modo que ésta permanezca todo el tiempo en el cilindro de 
proyección y— y(x). Entonces obtenemos un sistema de dos ecua- 
ciones de Enter 

F, 


d d 
Efr=0 y E Р.=0. 


Ejemplo 1. Hallar las extremales de la funcional 


+ 
ош, 201 0 едра, р. (F) 


2 (0)=0, :(3) 
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El sistema de ecuaciones diferenciales de Euler tiene la forma 


Eliminando una de los funciones беске, por ejemplo, z, se obtiene 


¡Y —y=0. Integrando esta ecuación lineal con coeficientes constantes, ten- 
diremos: 


э=Сүе*--Се-*+-С, соз x4-C4 sens; 
аар, 1—См*-тСе-^—Сусозх—Сзепх. 
Utilizando las condiciones de Frontera, se halla: 
G=, C¿=0, C¿—0, Cy 
por lo tanto, y=senx, г —sen x. 


Pig. 6.12 


Ejemplo 2. Hallar las extrentales de la Tuncional 
„ 
oiri), 2 (0]= { Fiy’, гуйх. 
à 


El sistema de ecuaciones de Euler tiene la forma 
El HE got Fy +F yyt =, 


de donde, considerando que Р.Р, (Р) 0, obtenemos у'=0 y 2"=0, 
a bien у= Сус +С. з= Су ++ е es una familia de lineas rectas en el 
es 

Ejemplo 3. Hallar las ecuaciones diferenciales de las Lineas de:propa- 
gación de la luz en un medio óptico heterogéneo, en el cual la velocidad de 
propagación de 1а luz es igual a v(x, p, 2). 
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Según el principio de Fermat, ta iuz se propaga desde un punto А (х, Yo) 
hasta otro В (r, yx) por la curva para la cual sea minimo el tiempo Т de paso 
de la luz. Si la ecuación de la curva buscada es y=y(2), 2=2 (x), entonces 


Үш тз 
т-\ a © 


El sistema de ecuaciones de Euler рага esla funcional 
CIMAS ГА 
жу RA 
%УГ=У ЕР _4 2 ЕЯ 
а а IT pr ce 


las líneas de propagación de la luz. 


será precisamenle el sistema que deter 


$ 4. FUNCIONALES QUE DEPENDEN DE LAS 
DERIVADAS DE ORDEN MAYOR QUE 1 


Analicemos el extremo de la funcional 
о[у | Р(х, уд. y 00, ах, 


donde la función F se considerará derivable n—2 veces con res- 
pecto a todos los argumentos, y supondremos que las condiciones 
de frontera tienen la furma 


MY Y or -a TO (о ДС"; 
уб) UDS о OA 


es decir, en los puntos frontera están dados los valores no sólo 
de las funciones, sino también de sus derivadas hasta de orden 
n—1 inclusive. Supongamos que el extremo se alcanza en la curva 
уух), derivable 2л veces. Sea y=y(x) la ecuación de cierta 
curva de comparación, también derivable 21 veces. 

Consideremos la familia monoparamétrica de funciones у(х, о) = 
y) ralyo—y(0l, о bien у(х, a) = у(х) оду. Para a«.=0, 
(х). Si consideramos el valor 
mal о [y(x)] sólo en las curvas de la familia y= y(x, о), 


lano 
Esta derivada, de acuerdo con lo dicho en el $ 1, se Пата varia- 
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ción de la funcional v y se designa por бо: 


ano 


ôo =- B Fix, y(x, a)y (к,ад, 49 (e, apax] = 


-{ (Epy HF ydy т Ру ++ F ymy dt. 
Integremos Tor a al segundo sumando del segundo 
\ Fyðy' dx= |Е,бу] а, $ Froyds, 

el tercer ал; dos veces: : 
{ Ебу dx= [Fyòy' | — lá Л Е + la Fy-bydx, 
S х 


etc., el último sumando л veces: 


{вита [Р дуе] E Едут" 


эре + È SF pady dr. 


Tomando en cuenta las condiciones de frontera, en virtud de 
las cuales las variaciones бу= бу —бу'=... = бул "= 0 para 
X== Xp у para х== ху, obtenemos por último 


do (ТЕЕ IPP o) вра. 
Como en la curva que realiza el extremo se tiene 

wef (Féri +... Р) буйх=0 
Embalo integral а анда tn 


= у(х), entonces, debido al lema fundamental, el primer factor es 
idénticamente nulo: 


4 da pa 
E EA Pr HI EE =0. 
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De este modo, la función y=y(x) que realiza el extremo de la 
funcional 


ol Fry Y Y, -e yda 
2 
debe ser solución de la ecuación 


E е 
AE HAILE 


Esta ecuación diferencial de orden 2n recibe el nombre de ecuación 
de Euler-Poisson, y sus curvas integrales se denominan extremalés 
del problema variacional considerado. La solución general de esta 
ecuación contiene 2л constantes arbitrarias, las cuales pueden ser, 
en general, determinadas a partir de las 2л condiciones de frontera: 


Уба) у» Y (ха) о 6 YA) gn; 
YY Y DY ..., 00) =. 
Ejemplo 1. Hallar la extremal de la funcional 


a 


vlg l= {1и ак: 
#00. 0" (0):=1, уйу=!, (у= 


La ecuación de Euler-Poisson tiene la forma 00-0, 6 0; ш юнь 


ción general ез у= Сух + Сул. Сух--С,. Utilizando las condiciones de frontera, 
oblenemos 


Cy20, CaO, Csal, Ca=0. 


De esta minnera, el extremo puede alcanzarse sôlo en la recta y =z 
Ejemplo 2. Delerminar la exlremal de la funcional 


4 
ошо {ае 
que satisface las condiciones : 
#@=!. 70-0, (5) 
La ecuación de Euler-Poisson tiene la forma y'Y—y=0; su solución general es 


у= Су? Сат * +С, соз х-= С зеп. Utilizando las condiciones de frontera, 
©мепетов бү. . De este modo, el extremo puede alcan- 


zarse sólo en la curva y= сох. 
Ejemplo 3. Delerminar la extremal de la funcional 
1 


воле) (+) dx 
3, 
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que satisface las condiciones de frontera: 
ui—h=0, Y (—D=0. 010—0. 0 (0-0. 
A este problema variacional se reduce la determinación del eje de una viga 
cilíndrica elastica deformada con extremos fijos, Si la viga es homogénea, entonces 
ф y p son constantes, y la ecuación de Euter-Poisson Пепе la forma 
d? б. v Y 
P+ GE W)=0, о bien ИУ — sb 
de donde 


y HOW Cat сә | Ce 


Utilizando las condiciones de frontera, se halla por último 


y — tt + 1) e — Lp, 
в рб AH) о bien y pp LE, 


Si la funciona! v tiene la forma 
Й 
оиб), zo- | Р(х... у". 


variando sólo y(x) y considerando г(х) fija, se halla que las 
funciones у(х) } 2(х) que realizan el extremo deben satisíacer la 
ecuación de Euler-Poisson 


"dx, 


„4° 
PEF 


d 
AS 


variando z(x) y considerando у(х) fija, obtenemos que las mismas 
funciones deben satisfacer la ecuación 


PER o (Y Ро 0. 


De esta manera, las funciones z(x) е y(x) deben satisfacer el sis- 
tema de dos ecuaciones 


4 de 
Ру Ру. HI дь Рум = 
4 n Гы 
ЕВ IV Ре = 
En forma completamente análoga se puede razonar también al 


analizar el extremo de una funcional que depende de un número 
arbitrario de funciones: 


v [yns Yer а] 

Ро Y И 
Н 

э Yans Yan +- +r Gn Dd 


ил, 


Жыз 
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Variando sólo alguna y,(x) y conservando invariables las demás, 
obtenemos la condición necesaria fundamental de extremo en la 
forma > 


up E М0 (id, 2,0... 


$5. FUNCIONALES QUE DEPENDEN DE FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES INDEPENDIENTES £ 


Analicemos сї extremo de la funcional 
vlet D= (оа 38, 2) dedos 
й е 


además, en la frontera С de la región D los valores de la función 
z(x,y) están dados, es decir, está dado un contorno alabeado С 


Fig. 613 


por el cual deben pasar todas las superficies admisibles (fig. 6.13). 
Para abreviar la escritura, designemos £=p y 2 +9. La función 


F se considerará derivable tres veces. La superficie z—z(x, y), en 
la cual se realiza el extremo, se supondrá derivable dos veces. 
Consideremos nuevamente la familia monoparamétrica de super- 
licies z=z(x, y, 0)=2(x, y)-+abz, siendo ё2=?(х, y)—2(x, Y), que 
contiene, cuando ®—0, la superficie 2==(x, y), en la cual se 
realiza el extremo у, рага a=1, cierta superficie admisible z+ 
(х. y). En las funciones de la familia z(x, y, a), la funcional v 
se iransíorma en una función de a, la cual debe tener un extremo 
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cuando a=0; por lo tanto, Zolz(x, y, «o]|,_,=0. Llamando, de 


acuerdo con el $ 1, variación de la funcional a Ja derivada de 
efz(x, y, a)) con respecto a a cuando а—=0, у designándola por 
бо, tendremos: 


бо =la Fee, 9,265, 9,0 рш, @, (к. apardl = 
Г, 


аа 


= $ 1,624 F,5p=F¿5q] dx ду, 
з 


donde 
z(x, y 2)=2(x, y) аг, 
FIONA а) EI px, + абр, 
аб.» а) EA — а(х, yy aba, 
Сото 
2 (F бгү= #-{Р,} РЫ 
1Р5} (РЫ ёг Р,5р, 
д д 
БЕ = (de КЕМ, 
entonces 


ff E, dp Рбаахау = 
Іў 


ЕРЕК 


2 
$$ E AAA] ёг акау. 

Р 
donde # {Ру} es la llamado derivada parcial completa o total con 


respecto a x. Al calcularla, y se considera fija, pero la dependencia 
de z, p y q de x se toma en cuenta: 


д д: д) 
ФР, Fred 
y análogamente 


СД д: 9 
КРА Ры РР Fay * 


En virtud de la conocida fórmula de Green 
дм , IM n 
(9) а [ay man, 
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se obtiene 
$ ]% 15,52) +35 4,62] аат | (F, dy— P data0. 
Р, 


La ultima integral es igual a cero, debido а que en el contorno С 
la variación 62=0, puesto que todas las superficies admisibles 
pasan рог el mismo contorno alabeado С. Por lo tanto, 


[| [Pp + Еа] асау = — $| [ZAE A +E Fa] бгаа, 
b 


y la condición necesaria de extremo 
TES F/bqdxdy=0 
y 
toma la forma 
(ағла) Szdxdy=0. 
D 


Como la variación ёг es arbitraria (a ӧг se le imponen limitaciones 
sólo de carácter general con respecto a la continuidad y a la de- 
rivabilidad, anulación en el controno С, «Су el primer factor 
es continuo, entonces, рог el dema fundamental (pág. 302), en la 
superficie 2=2(x, y) que realiza el extremo será 


3 
ғ, 0Р0. 
Por consiguiente, 2 (х. y) es solución de la ecuación 
a a 
E ZA) (FS =0. 
Esta ecuación diferencial de segundo orden en derivadas parciales, 
а 1а cual debe satisfacer la función z (x, y) que realiza el extremo, 
lleva е) nombre de ecuación de Ostrogradski, en honor al eminente 
matemático ruso М. V. Ostrogradski, quien la obtuvo por primera 


vez en el año 1834; sin embargo, para Jas regiones D rectangulares 
se encontraba уа, ел los trabajos de L. Euler. 


РЕЯ ”-}{ L(+ (1 


еп la frontera С de la región D se dan los valores de la función 2: z=f (х, y) 
La ecuación de Ostrogradski en este caso tiene la forma 
de, да 
tao 


Mon aca 
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o, en forma compacta, 
42-0. 
es decir, es la conocida ernarión de Laplace; además, hay que hallar la solución 
ua еп D de esla ecuación, que tome valures dados en la frontera de esta 
gión, Este es el llamado problema de Dirichlet uuo de los problemas funda- 
mentales de la fisica matembtica. 
Ejemplo 2. 


PES ай 
vlg, p= ж! 1. и | акак 
la función z se da en la frontera de la region D La ecuacion de Ostrogradski en 
este caso tiene la forma 
Фа д 
AN) 


dela, p). 
Esta ecuación, llamada eruación de Poisson, se encuentra también con mucho 
frecuencia en los problemas de la Fica motemalic, 
Ejemplo 3. El problema subre la determinación de la superficie de área 
minima, limfada por un contorno dado С, se reduce al análisis del mimino de 


la funcional 
Ske m= || V ETHE dx dy. 
A Ж) 


о, еп forma compacta, 


En este coso la ecuación de Ostrogradshi tiene la forma 


A A + 
АГАЕ ЖЕ 
e IS LO 
|+) |- жд! LAA i) | 
es Чеги, la curvatura media en cada punto es iwal а cero, Es sabido que la 


realización Lisica de las superficies minimas son peliculas jabonosas, extendidas 
sobre el contorno С. 


о bien 


Para la funcional 
[ао з»... = 


= уе [Fm xa 


2р.) хук... х, 


2, т. P: 


donde p, == SÈ, en base а la condición necesaria fundamental de 


extremo бо—0 se obtiene, en forma completamente análoga, la 
siguiente ecuación de Ostrogradski; 


a д 
EL a o) =0 
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a la cual debe satisiacer la función 
2 ахь х) 


que realiza el ехігета de la funcional о. 
Por ejemplo, para la funcional 


la ecuación de Ostrogradski tiene la forma 


дш ди 
ЕЕ 
Si la función subintegral де la funcional о depende de deriva- 
das de orden mayor, entonces aplicando varias veces las transfor- 
maciones empleadas al obtener la ecuación de Ostrogradski obte- 
nemos, como condición necesaria de extremo, que la función que 
realiza el extremo debe satisfacer una ecuación análoga a la de 
Euler-Poisson (pág. 317). 
Por ejemplo, para la funcional 


ora {Ех г. Ж.ж. ар зп) di dy 
(1 
se obtiene la ecuación 


PYR РР Р --0, 
donde 


дч СА 
Жат r 6. 8 гт 


La función que realiza el extremo de la funcional о debe satisfa- 
ces esta ecuación de cuarto orden en derivadas parciales, 
Por ejemplo, para la funcional 


-\{ +! 


la función z que realiza cl extremo debe satisfucer la llamada 
ecuación biarmónica 


1 (уь! | ахау, 


па Ж nei 
que habitualmente se escribe en forma compacta así: 5\г- 0. 
yr 
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Para la funciona) 
CASCAN ә ү 
v= (S (0 (a) 22100. deu 
la función z(x, y) que realiza el extremo debe satisfacer la ecuación 


АА = fx, n 
Los problemas sobre el extremo de la funcional 


e= ff (ti) es 
у 
o de la funcional де forma más general 


Gs Е и 
; 


дл 


dende p es un parámetro, se reducen también а la ecuación biar- 
mónica. 


$ 6. PROBLEMAS VARIACIONALES EN FORMA PARAMETRICA 


En muchos problemas variacionales es cómodo buscar la solución en forina 
paramilrica. Por ejemplo, en el problema isoperimitrico (vtase la pág. 289) 
sobre la determinación de una curva cerrada de longitud dada / que delimite el 
área máxima 5, по es cómodo buscar 

y la solución en Ja formo y=4(2), pues- 

lo que por el mismo sentido del pro- 

blema la función у(х) no es uniforme 

ig. 6.14). Por esto, en el problema 

considerado es conveniente buscar la 

solución en forma paramélrica: x= (f), 

=y (1). En consecuencia, en este caso 

fay que buscar el extremo de la fune 

cional 


1 T 
5150, 90) = f (0—0) de 
Fig 6.14 


т 
con la condición {у E dt. donde 1 es una conslante. 


Supongamos que al analizar el extremo de cierta funcional 
viy (i= | Р@ б) 
à 


sesulta más conveniente buscar la solución en forma paramétrica, x=x(M, 
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у= 0 (0: entonces la funcional se reduce a la forma siguiente: 


% | 
vieto. эшї= | F (x0. эш, FE) Oat. 
А 


Obsérvese que la función subintegral oblenida después del cambio de variables 


#0 
F (z0 ио. 290) зе 
по contiene explicitamente а # у es una función homogénea de primer grado de 
bomggeneldad, con respecto a las variables ze y. 
е este modo, ta funcional o[x(%, y(/)] no es una funcional arbitraria de 
la forma 
EN 


{ Фи, xti), y). TNA 


que depende de dos fnelones х0) е yU). sino sólo un caso тшу particular de 
ésta, ya que su función subintegral no contiene explicitamente а / y es homo- 
gónea de primer grado de homogeneidad con respecto a las variables x e y 

Si pasásemos a cualquier olra representación paramétrica de la curva bus- 
cada, хел (1), yis), la funcional ох, 0] se transforuaria a hn forma 


y ав Рог lo tanto, la función subintegral de la funcional о no 


cambia su forma al cambiar lo representación рагапіёігіса de la inrva, De este 
inodo, R funcional y берете de la fornia de la curva, y no de su representación 
paramétrica 


No es dificil comprobar la validez de la siguiente afirmación: si la función 
subivtegra! de la funcional 
h 
өх, 000 | Фи, хб, уш}, ху, аиий 
le 
no contiene explícitamenle a / y es función homogénea de primer ¡rado de ho- 


mogencidad con respeto a a e ш entonces afuneonal v |x (0, y (fY) depende sólo 
de la {оппа de la curva x=x40), y=9(f) y no de su representación paramútrica. 
En olecto, sea 


шсш, via 00, эй, хш. руй, 
& 


donde 
O tx, у, kx, ВАО (x, ух, їй). 
Pasemos а una nueva representación paramélrica, haciendo 
FER RO), хет), ри). 
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Entonces 
А 


тос 000, x p 4 
) 10, 0. yl N ИЛ 


En virtud de que Ф es una función homogénea de primer grado de homogeneidad 
con respecto a хе ў, tendremos 


O Y. xl e A д 5, Hade 


WEN YO 500900, (DEL 


de donde 


h ч 

(еца, в, з. 0 dt ў ТУГА 

ў, ES 
о sea, la función subintegral no санга al cambiar la representación paramétrica. 
h 
Y jas delimitada 


» 
La longitud del mV FFAA el área 
iS 


por cierta curva, son ejemplos de tales funcionales. 
Рага hallar las extremales de las funcionales de la lorma considerada 


A 
оре), а (01= | D t, y. „юш. 
h 


donde Ф es una funcion Зошорёпев de primer urado de homogeneidad соп res 
pecto ax еў, al igual que para las funcionales con función subintegral arbilra- 
ria D(t, x,y. х, 4), hay que resolver el sistema de ecuaciones de Euler 


4 4 
ngom y 0, 0, 

Sin embargo, en el сазо particular considerado estas ecuaciones no son in- 
dependientes, puesto que deben solistucerse, conjuntamente con cierta solución 
хез ху y= у), por cualquier otro par de tunciones que den otra representación 
poramélrica de la misa curva: en el caso de independencia de las ecuaciones de 
Euler esto estaria en contradicción con el teorema de existencia y unicidad de 
la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales (véase la pág. 76). Esto 
indica que para las funcionales de la forma 


t 
«хш, у= | то, v, as, 
[А 


donde Ф ез una función homogénea de primer grado іе homogeneidad con res- 
о aže y, una de las ecuaciones de Euler es consecuencia de la otra. Para 
llar 15 extremales hay que tomar una de las ecuaciones de Euler є infegrorla 


*у La función Y 324 y? es una función homogénea positiva de primer grado 
de homogeneldad, es decir. para ella la condición Р (kx, Ар) = БР (x, yl se satis- 
Тасе sólo para А positivas: ып embargo, esto es suficiente para que se cumpla la 
teoría expuesta en este parágralo, ya que al efectuar el cambio de variables 
Tæt), se puede considerar que (1) >0 
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conjuntamente con la ecuación que delermina la elección del parámetro, Por 
ejemplo, a la ecuación Ф„— Š 1, —0 puede agregárscle la ecuación +=, 
la longitud del arco de la curva, 


lo cual indica que como parámetro fue escogí 


$ 7. CIERTAS APLICACIONES 


El principio variacional fundamental en la mecánica es el prin- 
cipio de la acción estacionaria de Ostrogradski-Hamilton, el cual 
afirma que entre los movimientos admisibles —es decir, compati- 
bles con los enlaces—de un sistema de puntos materiales en real, 
dad se efeclúa el movimiento que da un valor estacionario (o зе: 
un valor que corresponde a un argumento рага el cual la variación 
de la funcional sea igual a cero) a la integral 


A 
$ —U)yAt, 
А 


ран Т es la energía cinética, у U, la energía potencial del sis- 
ema. 

Apliquemos este principio a algunos problemas de la mecánica. 

Ejemplo Dal Un sistema, de puntos materiales de masas my (i= 1, 
2, ..., п) y con coordenadas (ху, yr, z;)sobreelcual actúan las fuerzas Py, que 
possen una función de fuerza (potencial), —U, el cual depende sólo de las Соогйе- 
nadas: 

до 


Я de’ 


donde Fyr, Еу y Р. son las coordenadas del vector F, que actúa sobre el punto 
(у. шщ, 20). Hullar las ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema. En 
este caso, la energía cinética es 


y la energia potencial del sistema es iguai a U. El sistema de ecuaciones de 
Euler para la integral 


tiene la forma 
диа әт 
a 
o bien 
тд. 
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Si el movimiento se sometiera además a cierto sistema de enlaces independientes 


Чуб. хы аө a Emr б» А 2)=0 


GSU, 2... т, т 3л), 


entonces, a partir de las ecuaciones de losenlaces se podrian expresar m varia- 
bles mediaule Gn—m variables Independientes (sin considerar el tiempo 1), ө ex- 
presar fodas las Gn variables por medio de 3n—m coordenadas nuevas, ya йе 
pendientes 


Or Qu зз а-а 
Entonces 7 y U se podrian considerar tanıbièn como funciones de 
Que Фес Ginan Y de t: 


p -eu Garma, th 
9, 


ат-л_ 
д 


Ejemplo 2, Deduzcamos la ecuación diferencial de las oscilaciones libres 
Че una cuerda 

Ublquemos el origen de coordenadas en uno de los extremos de la cuerda. 

La cuerda en estado de reposo se encuentra, bajo 1a acción de la tension, en 

cierta recta, por la cual dirigiremos el 

u eye delas asias (lig. 6.18), Та дат. 

ción de la posición de equilibrio 

ui, f) es función de la abscisa x y 


ult) rgaintento 

cuerda dx 

0 соп 
exactitud de hasta lofinitésimos de mayor 

Fig. 615 grado, la longitud ds=V 1 us de 


y. por la lanto, el alargamiento” del 
slemento. es igual (Утуш —1)ax. Según la fórmula de Taylor, 


Vipu + 
Considerando их pequeño y despreciando las potencias de uz mayores que 1, 


se obtiene que la energía potencial del elemento es igual a-y йш], donde k 


gs ua faclar de proporcionalidad, y la energía potencial de toda la cuerda es 
igual a 
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La energia cinética de la cuerda es 


La ecuación del movimiento de la cuerda será la ecuación de Ostrogradski para 
1а funcional п. De este modo, la ecuación del movimiento de la cuerda tiene la 
forma 


3 (0-2 (tus) =0, 


Si la cuerda es homogénea, entonces p y k son constantes, y la ecuación de las 
oscilaciones de la cuerda «е simpli 
Pu Pu 
em =k a*t 
Supongamos ahora que sobre la cuerda activa además la fuerza exterior 
Fit, x), perpendicular a la misma en su posición de equilibrio y calculada еп la 
unida de masa. Como es fácif comprobar, la función de fuerza de esta fuerza 
exterior que actúa sobre un elemento de la cuerda es igual a pf (t, x)udx; por 
a 
«onsiguiente, la integro) de Ostrogradski- Hamilton { (P-—UyAL Меце la forma 


la 


q 


А 


y la єспагібп de las oscilaciones forzadas de la cuerda es 


PI, лиа, 


E 
3 


a Da 
Jo-El 290, 


о bien, si la cuerda es homogenea, 


Еп lorma completamente análoga se puede obtener la ecuación de las oscllacio- 
nes de una membrana 

Ejemplo 3. Deduzcamos la ecuación de las oscilaciones de una varilla 
recta. Dirijamos el eje de las abscisas por el eje de la varilla en su posición de 
equilibrio. La desviación de lu posición de equilibrio u {x, () será función de x 
y del liempo £, la energía cinclica de la varilla de longitud £ es 


Ta 


ЕА 


Н 
Y puit áx, 
y 
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Consideraremos la varilla ¡uestirable. La energia potencial de una varilla elástica 
соп curvalura constante es proporcione al cuadrado de la misma, Por lo tauto, 
la diferencial dU de la energia potencial de la varilla es igual a 


|! Las 


y la energia potenstal de toda la varilla, la curvatura de cuyo eje es en general 
variable, será igual а 


: 
9 


руа } dx. 
пр 4 
Mal 

Supongamos que las desviaciones de la varilla de ta posición de equilibrio son pe- 
quenas, y que se puede desprecia el término [ 721" en el denominador, entonces 


ва 
laa! dí, 


La integral de Ostrogradski-Hamillon tiene la forma 


\ | [ri mit Jaca, 


Por lo tanto, eu el caso de las oscilaciones libres de una varilla elástica, len- 
remos lu siguiente ecuación de movimiento: 


IIA 
а (pui) ¿q бшу,)—0. 


Si la varilla es homoginca. entonss p y è son constantas, у la ecuacion se trans» 
forma en 


Si sobre Ju varilla actúa la fuerza exterior (f, x), es necesario considerar ade. 
más el potencial de esta fuerza (véase el ejemplo anterior). 


El principio de la acción estacionaria puede ser aplicado a la 
deducción de las ecuaciones del campo. Consideremos un campo 
escalar, vectorial о tensorial wW=w(x, y, z, 0). La integral 


1 
f (T—U)dt en este caso es igual, en general, а шпа integral cuá- 
i 

druple con respecto a las coordenadas espaciales x, y y г y al 


tiempo / de cierta función L, llamada densidad de la función de 
Lagrange о lagrangiano. 


Ejercicios del capitulo 6 зи 


Р i i до de de w, 
Comúnmente el lagrangiano es función dew, 72, бу. 35 У ү: 


lip © de de de 
LL 9. бр. E $) 
y, por lo tanto, la acción liene la forma 


ШЕЕ 


д» дю 
Fe 92) dedydzdt. (6.3) 
De acuerdo con el principio de la acción estacionaria, la ecua- 
ción del campo es la ecuación de Ostrogradski para la funcional (6.3): 


¡rd — lod 00 


де йе 
Ра р. Юю 


EJERCICIOS DEL CAPITULO 6 


. Hallar las extremales de la funcional 
җ 
ET 
арагы 


2. Analizar el extremo de la funcional 
vion 07 | 2хуузйс уау MY 
а, Analizar el extremo de la funcional 
1 
viy- {кич 2и) de, yO 


4. Hallar las extremaks de la funcional 


i y= 


v= { y (14у) de 


5. Hallar las extremales de la funcional 
одие) (07294 — 164) de 
2 


$. Hallar lus ехітеты1еѕ de la funcional 
yan) uy +y’) de 
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7. Hallar lus exiremales de la funcional 


R. Hallar las extrenales de la funcional 
ош $ С 1 уз— 2y зеп х\ de. 
9, Hallar las extremales de la funcional 


ошо} й®й—у | хах, 
> 
10. Hallar las extremales de la funcional 


АСЯ 


1. Hallar las extremales de la funcional 
ШТЕЙ r= {одузме 
12. Escribir la ecuación de бйрй рага la funcional 
ac mef E-E) ua 
13. Escribir Ja ecuación de оны para la funeinnal 
эн, y. IN A зарб, Y a] ddy de. 


14, Hallar las extremales de la funcional 


a 
ошо} Lex. 
5 
16, Hallar las extremales de la funcional 
А 
ори09]= | @+у*+ 2ye) de. 
а 
16. Haltar las extremales de la funcional 


А 
vipele | 02—022 sen dx 
Es 
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17. Hallar las extremales de la funcional 


я 
оа) [ено 


E 
18. Hallar las extremales de la funcional 
oly (l= | 174244291 de, 


19, Hallar las extremales de la funcional 
rly) -$ Ng" — Ay’) +t —2y sen x] dí. 
20. Hallar las extremales de la funcional 


А 
олио {п 2ye ds. 


i 


CAPITULO 7 


Problemas variacionales con fronteras 
móviles y otros problemas 


Y 1. PROBLEMA SIMPLE CON FRONTERAS MOVILES 


En el capitulo 6, а! analizar Ja funcional 


e Ро, m ydy 
«е supuso que los puntos fronlera (Xy Ya) y (ху. 01) estaban dados, 
Supongamos ahora que uno o ambos punlos frontera pueden despla- 
zarse. Entonces la clase de curvas admisibles se amplía: además 
de las curvas de comparación que tienen puntos comunes con la 
curva analizada, se pueden tomar también curvas con puntos fron- 
{ега desplazados. 

Por esto, si en cierta curva y»-y(x) se alcanza un extremo en 
el problema соп puntos frontera móviles, entonces con mayor razón 
se alcanzará un extremo con respecto a la clase más restringida 
de curvas que tienen puntos frontera comunes con la curva y==y(x). 
Por lo tanto, debe cumplirse la condición necesaria fundamental 
de extremo en el problema con fronteras inmóviles, es decir, la 
lunción у(х} debe ser solución de la ecuación de Euler 


Ey EF y=0. 


De este modo, las curvas y = y(x), en las cuales se realiza el extremo 
en el problema con fronteras móviles, deben ser extremales. 

La solución general de la ecuación de Euler contiene dos cons- 
tantes arbitrarias, para cuya determinación es necesario tener dos 
condiciones. En el problema con puntos frontera inmóvlles dichas 
condiciones eran 


g= е YEN 
En el problema con fronteras móviles falta una o ambas condi- 
ciones, y las condiciones que faltan para la determinación de las 
constantes arbitrarias de la solución general de la ecuación de Enler 
deben ser obtenidas a partir de la condición necesaria fundamental 
de extremo: la igualdad a cero de la vari п ёр. 
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Como en el problema con fronteras móviles el extremo se alcanza 
sólo en las soluciones y— y(x, Сү, Cy) de la ecuación de Euler, en 
adelante se puede considerar el valor de la funcional sólo en las 
funciones de esta familia, Entonces la funcional о [y(x, С,, С,)] se 
transforma en función de los parámelros C, y C, y de los límites 
de integración y, y x,. y la variación de la funcional coincide con 
la diferencial de esta función. Consideremos para simplificar que 
uno de los puntos frontera, por ejemplo (xp, ya), está fijo, y el otro, 
(хь Y), puede trasladarse y pasar al punlo (x,+4x,, Аһ) o, 
como generalmente se designa en el cálculo variacional, (v, + бху, 
dar бу). 


Сабл, уеду) 
(э 


= 


Ещ. 71 


Consideraremos próximas a las curvas admisibles y==y(x) e 
y=ytx)--6y si los módulos de Jas variaciones бу y dy” son peque- 
ños, asi como los módulos de los incrementos ёх, y бу, (los incre- 
mentos óx, y Sy, son llamados generalmente variaciones de los 
valores límite x, e yy). 

Las extremales que pasan por el punto (xp, yo) forman un haz 
de extremales y=y(x, С,). En las curvas de esle haz la funcional 
о[и, Су)] se transforma cn una función de C, y ху. Si las curvas 
del. haz у= у(х, С) no se cortan en un entorno de la extrema! 
considerada, entonces v|w1x. Cì] puede considerarse como función 
uniforme de xı e yy puesto que al dar х, y y, se determina la 
extremal del haz (fig. 7.1), y con esto se delermina el valor de la 
funcional, 

Calculemos la variación de la funcional oye Cp] en las extre- 
males del haz у= у(х, Cı) cuando el punto frontera se desplaza de 
la posición (ху, и) а la аху ~ ёх, y, 4-бу). Puesto que la funcional 
y se lranslorma en función de ху е y, en las curvas del haz, su 
variación coincide von la diferencial de esta función. Separemos del 
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incremento Ао la parte lineal principal con respecto а ёх, e бу: 
av= | Fi, убу, y +0y)dr—| Р(х, y y')dx= 
E el 
Bis 


= { Fu yòy y +óy)de+ 


+ Р yr by, Y 60) Е, y, уа. TD 


El primer sumando del segundo miembro se transforma, mediante 
el teorema del valor medio, en: 


зд 


Fix, y róy, y +8y)dx=Fle=ot00,0x, donde 0:80. 1. 


ES 

En virtud de la continuidad de la función F, tendremos: 
Flemaroór = Р(х, Y еа + 8r 

donde e, —»0 cuando ôx, —0 y ôy, — 0. 


Do esta manera, 
О 


{} Ро, yty. y +by)dx=F(x, y, Y lens Bx, +e 


a 


El segundo sumando del segundo miembro de (7.1) se transforma de- 
sarrollando la función subintegral por la fórmula de Taylcr: 


Рх, уз бу, y +6y)—F lx, y. y )dx= 


= [Биж y, yyt Fy (e y, y)6y]dx+Ra, 


donde R, es un infinitésimo de orden mayor que бу o y. А su vez, 
la parte linea! 


бағ, буи) а 
à 


puede ser reducida, integrando por partes el segundo sumando de 
la función subintegral, a la forma 


риа) (Ри) ъё. 
3 
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Los valores de la funcional se ioman sólo en las extremales; por 
lo tanto, F,—Fy=0. Como el punto frontera (xo, ya) está fijo, 
tenemos ôy |k=z, = 0. Por consiguiente, 
(Ey +Fyby)dx=[Fydy] |. 
Ж 


Obsérvese que бу, по es igual а ёр, уа que ôy, ез el incre- 
menio de y, al desplazarse el punto frontera a la posición (x, ôx, 
Y - бу) mientras que ôy |x=x, es el incremento de la ordenada еп 


ЕС 


Fig 72 


el punto x, al pasar de la extremal que pasa por los puntos (Xp, Yo) 
y La э) ús la pa que pasa рог los puntos (хо, Yo) Y (х, бх 
Y бу) (fig. 7.2). 

"Del dibujo se ve que ВО = бе|; РС= би: 


ЕС ww y (х\ӧху; BD = FC—EC 
o bien 
ôy lia л 0 Оң) дл. 


Aqui la igualdad apoximada se cumple salvo un infinitésimo de 
orden mayor, 
24 

De este modo, tenemos definitivamente: È Fdx æ Flia бхз; 
(ред y+8y, y 4-60) Р(х, y yx Fy cx, (бл — 01 (45) ба, 
donde las igualdades aproximadas también se cumplen salvo infi- 
nitésimos de orden mayor que | con respecio а бху у дщ. Por lo 
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tanto, de (7.1) se obtiene 
oF hann + Fly! 


o bien 


del y) PY Elia dí 1 Fy har dys 


donde Vir, yı) es la función en que se transforma la funcional v 
en las exlremales y= y(x, С, у dx= Ах ёх, dy = Ay = Ô 
son los incrementos de las coordenadas del punto frontera. La con- 
dición necesaria fundamental de extremo 50—0 toma la forma 


(РЕ рб Риб 30. 72 


Si las variaciones dx, y óy, son independientes, de aquí se dedu- 
ce que 
Ey Flex 70 y Ру, 0. 


con mayor frecuencia hay que considerar el caso en 
que las variaciones бх, y буу son dependientes 

Supongamos, por ejemplo, que el segundo punto frontera (дү, 
1) puede trasladarse por cierta linea 


Y ч). 


Entonces dy, =4' (х) бху y. por lo tanto, la condición (7.2) toma 
la forma [Р | к 0) Ра, бху: 0. o bien, como ёх, varia ar- 
bitrariamente, (Р-р 0) Pyle =0. Esta condición establece 
una dependencia entre los coeficientes angulares y” e y' enel 
punto frontera, y se llama condición de transversalidad. 

La condición de transversalidad, conjuntamtente con la condi- 
ción лт (Хх), permite en general determinar una o varias extre- 
males del haz y= y(x, Cy), en las cuales puede alcanzarse el extre- 
tno. Si el punto frontera (Хх, ш) puede trasladarse por cierta curva 
a= Pixo), entonces se deduce, en forma completamente análoga, 
que en el punto (Xp, ya) también debe satisfacerse la condición de 
transversalidad 


LE- op — 4) Е, 0. 


Ejemplo 1. Hallar la condicion de transversalidad para las funcionales 
tel tipo 


La condición de transversalidad F~ Fy: (97—07) 0 tiene en este caso la forma 
терт 4 f Y 
Ак nV TE А ЙУ А mud) 


VT+y* yip: 


=0, supo 


@—у)—0, о bien 
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O en el pu 


niendo que A (x, Y) о frontera, obienemos 1+1y'=0. o bien 
и'= П. es decir en este caso la condición de transversalidad se redujo а la 


de ortogonalidad. 


sonar }У ГЕУ? 
Ejemplo 2. Analizar el extremo de la funcional Н уе siendo. 


Y(0)=0, p—x—5 (fig. ТЗ). Las curvas integrales de la ecuación de Enler 
{ejercicio І, pi ГА 331) son las circunterencias (х— Суў —4*=Cj. La primera con» 
dición de frontera da C,=C, Como la condición de transversalidad se reduce 
рата la funcional considerada A la condición de ortogonalidad (véase el ejemplo 
anterior), entonces la recla щ--л,—5 debe ser diámetro de la circunferencia 


Fig 73 


у, en consecuencia, el centro de la ci 
punto (0.5) de intersección de la recta 1=—x3—3_con_el eje de las азо 
Por lo tanto, (x—5¥4-yf 225, o bien y= 4 10х11, De esta maner: 
extremo pnede alcanzarse sólo en los arcos de circunferencia y= } Тб 
enzo Viia. 

Si el punto frovlera (х, y) 
Qe, 74) y; рог consiente, As 


'unferencia buscada se encuentra е 


mede desplazarse sólo por nna recta vertica! 
0, la condición (7.2) se transforma еп 


Supongamos, por ejemplo, que en el problema de la brayuislocrona (véase 
la pág, 311) el punto frontera izquierdo сир fijo, y el derecho puede desplazarse 
por una reeta vertical. 


Las extremales de la Funcional == (2 Г de «wm cicloides, cuyas 
» 
ecuaciones, si se toma en cuenta la condición y(0)=0, tendrán la forma 
a= 1 (U—sen i), 
ua Ci (1 —cos f). 


Para determinar С, se uliliza la condición Fy lyer, =0, que en este caso tiene 
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la forma 


val =0, 

VIVE len, 

de donde y' (1,30, es decir, la cicloide buscada debe cortar la recta x=, 
bajo un ángulo resto y. por lo tanto, el punto х= ху, ру debe ser el vér- 


y Б] 
Fig 75 
Moe de la cicloide (fig. 7.5). Puesto que al vértice le corresponde el valor Ёл, 
entonces xy mpx, G=2 Por lo tanto, el extremo puede realizarse sólo en 


la cictoide 
хе ити 1 (—оз0. 
Si el punto frontera (ху, y) en el problema sobre el extremo 
de la funcional v= Ẹ F(x, y, y) ах puede desplazarse por la recta 


horizontal у=, entonces 8y,=0, y la condición (7.2), o condi- 
ción de transversalidad, toma la forma 


[PY Fyles, = 0. 


$2 PROBLEMA CON FRONTERAS MOVILES PARA LAS FUNCIONALES 
5 


DE LA FORMA (Fixy, 2, y, г) ах 
Si al investigar el extremo de la funcional 
оғо 2.0.2) 
uno de los puntos frontera, por ejemplo В (ж, f. 5). se desplaza 


y el otro, Á (Xe Ya» 24), es inmóvil (o ambos puntos frontera son 
móviles), es evidente que el extremo puede alcanzarse sólo en las 


$ 2. Problema con fronteras móviles para funcionales más complejas ЗА 


curvas integrales del sistema de ecuaciones de Euler 


d 4 
Py —EFr=0 Р, - ЁР, = 0. 
En efecto, si en cierta curva С se realiza el extremo del problema 
con fronteras móviles, o sea, se alcanza un valor máximo o mí- 
nimọ de v con respecto a sus valores en todas las curvas cercanas 
admisibles, entre las cuales hay tanto curvas que tengan puntos 
frontera comunes con la curva C que realiza el extremo, como 
curvas cuyos puntos frontera no coincidan соп los puritos froñtera 
de la curva С, entonces con mayor razón en la curva С se alcanza 
un extremo con respecto a la clase más restringida de curvas cer» 
canas que tienen puntos frontera comunes con la curva С. 

Por consiguiente, en la curva C deben satisfacerse las condi- 
ciones necesarias de extiemo del problema con puntos frontera 
inmóviles y, en particular, la curva C debe ser curva integral del 
sistema de ecuaciones de Euler. 

La solución general del sistema de ecuaciones de Euler contiene 
cuatro constantes arbitrarias. Conociendo las coordenadas del punto 
frontera А (Xa, Yo» Zo), que consideraremos inmóvil, se pueden, en 
general, eliminar dos constantes arbitrarias. 

Para determinar las otras dos constantes arbitrarias es nece- 
sario tener dos ecuaciones más, que serán obtenidas de la condi- 
ción ёо == 0. Además, al calcular la variación consideraremos que 
la funcional se da sólo en las soluciones del sistema de ecuaciones 
de Euler, puesto que sólo en ellas se puede alcanzar el extremo. 
Entonces la funcional y se transforma en una función W(x,, yy, 21) 
de las coordenadas ху, у, y 2, del punto B(X, yı, 21), y la varia- 
ción de la funcional se transforma en la diferencial de esta función”). 

El cálculo de la variación de v puede realizarse en forma com- 
pletamente igual a como se hizo en las págs. 335—338: 

жуз, 


Ао — į F(x, yl бу, 2-62, y +0y, z’ +62) dx— 


- ў Р(х,у, 2, y, г) 


аве Уз 


= { Р(х, у4-бу, 24082, y” êy’, 24-07) dx 4 
+ (к, рду, z бг y by. 4 Ве) РІ, y а, y, 2']]ах. 


*) La función Ф será uniforme si las extremales del liaz con centro еп el 
punto А ло se cortan, puesto que entonces el punto Bta Y, 20 delermina 
univocamente la extremal. 
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Apliquemos el teorema del valor medio a la primera integral y 
utilicemos la continuidad de la función Р; lomemos en la segunda 
integral la parte lineal principal mediante la fórmula de Taylor. 
Después de estas transformaciones, se obtiene 


dv= F hen Âr i | [Р,ду-— Ре бу -- Febz"]dx. 
Integrando por partes los dos últimos sumandos que están bajo el 


símbolo integral, tendremos: 
dm Flen бх (Рб, т Реда | + 


кд 


Зире de ах. 


Сото los valores de y хе calculan sólo en las extremales, entonces 
ВР Fi fr =0 
y por lo tanto, 
Sur Р, бху [Рб + [Prd2leacyo 
Razonando igual que en la pág. 337, se obliene 


Фуа аи (ху) бху у бе|, а ба —2 (x) бху 


у, en consecuencia, 


v= [ЕР Ер ti- Бу lez, М Ре lem, бас 0. 


Si las variaciones ôx, бу, y ёг, son independientes, entonces de 
la condición ёо :=0 se obtiene 


[PY Pyr Fren 0 Foha бу Кейш 0. 


Si el punto frontera В (ху, Ys. 2) puede trasladarse por cierta 
curva y =9(%); za = (ду), entonces Sy --p'(a)óx y $2 = 
= Y (у) бхр, y la condición ôv=0, o bien 


(PY Fyz Focas, би Ри har Oi + Ре у, =0 
se transforma en 
[E tie — Y) Fe 27) Р], б 0 
de donde, en virtud de la arbitrariedad de 5x,, obtenemos 
ЕНБ) Fy H 2) Р) =0. 
Esta condición se llama condición de transversalidad en el, pro- 
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blema sobre la investigación del extremo de la funcional 
v- [Fo y 2.y.2)dx. 


La condición de transversalidad, conjuntamente con las ecuaciones 
lr (х) y a= 904), da las ecuaciones que faltaban para deter- 
minar las constantes arbitrarias en la solución general del sistema 
de ecuaciones de Euler. 

Si el punto frontera B(x,. yı, 21) puede desplazarse por cierta 
superficie 2, = Ф (ху, д). entonces d2,=q%,bx, + qu by, y las var 
riaciones ёх, y Sy, son arbitrarias. Por lo tanto, la “condición 
ôv=0, o, en forma desarrollada. 


[EY Fy 27Р.) бх) Fy liza OY ! Fr liza, 62, 
se reduce a la condición 

[Fy Fy —2 Fr = ФР] бху + [Ру + Рр би = 
De aquí. debido a la independencia de ôx, y ёр. se obtiene, 

[PY Fy- 2Р0, [Fy Рр, =0. 
Estas dos condiciones, conjuntamente con la ecuación 2, =p (Xy, Y), 
dan, en genera), la posibilidad de determinar las dos constantes 
arbltrarias en la solución general del sistema de ecuaciones de 
шег. 

Si el punto frontera А (х, o 20) es móvil entonces, por el 
mismo método, se obtienen en este punto condiciones completa- 
mente análogas. 

Si se considera la funcional 

w= {РО hs les +- Yun Yis io оо АХ, 


entonces, sin cambiar el método de demostración, se obtiene que 
en el caso de que el punto B(X. иц, 02, «+s Ya) Sea móvil, en 
este punto será 


(E Y Pi len btt УР, iyn =0. 
Ejemplo + нш la codición de ruca para la funcional 
vaf At шу үтү? si 2—4(x yd 

Las ан de transversalidad 


ДЕР, EVE la 0 у VEA Ei ү 
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tienen en este caso la forma 1-+qx2" 
Кый с! 


© %ф 


vector tangente Т1, x’, 2) a la exlremal buscada en el punlo (ry, Yn zih Y 
del vector de la normal N (px, фу, —1) a la superlicie z=p(x, y) en dicho 
Жао Por conmgmente, 1а condición de Iramsverslidad se edi, еп ste caso, 
a la condición de orlogonalidad de la extremal a la 
эаресе z= (x, y) 
Ejemplo 2 Hallar la distancia extremal entre 
las dos superficies 
zme) y ap y) 
En otras palabras, hallar el extremo de la integral 


1-{ ДЕТ ТЫ 


VIF de bajo la condición de que las 


0 e y 4527 =0 para х= х1, о bien 
„ es decir, son las condiciones de paralelismo del 


coordenadas de uno de los puntos frontera, (хе, Yo а}, 
salisfagan la ecuación zo: Go Wh У las coordena- 
das del olro, (б, ъд); la бос Zem (ey и) 
Сошо la función subintegral depende sólo de y' 
y 27, las extremales son líneas rectas (véase el ejem- 
Fig 76 plo `2 de da pág 314). Como la funcional 


а En 
A Рах es un caso particular de la funcional Y At ES 
Н а E 

Y [LYF dx. considerada en el ejemplo anterior, entonces las condiciones 
de Iransversolidad tanto en el punto (xa, Jo. 20) сото en el (xy, Wy, д) $è redu- 
cen а las condiciones de ortogonalidad. Por lo tanto, el extremo "puede alean- 
Zare sólo en las rectas ortogonales tanto a la superficie =—q(x, y) en el punlo 
(хь, Yo» 20), сото a la superficie 2=Ñp(x, y) en el punto (Xi. уу. 21) (fig. 7.6). 


Ejemplo 3. Investigar el extremo de la funcional v= $ (424-224 242) dx, 


мен, 00у pudiéndose desplazar el punto (xy. ну, 24) рог el plano 
z=x,. El sistema de ecuaciones de Euler Пеле la forma 2—y—0, g'—2=0, 
de donde piY— ymd; y=CichxtCoshx+C,cos xo Сүзепк; 2—00: z= 
<q, chx- Ca shx—Ca cos x~ Ca sen x. De las condiciones “y (O)==0 y 20)=0 se 
Пее. СРС y C;—C4=0, de donde C,=C¿=0. La condición en el 
punto frontera móvil 

(PY EE оа Ку li E eerd 
se reduce а las condiciones 

Fy leen РЕЯ 

puesto que bx, ->0, y бу, y z; son arbitrarios. En el caso considerado Р 
Fp =; por lo tanto, 


Y (e)=0 y 2(x)=0, 
о bien 


Cachx ФС, созлду=0 у Cachx—C4 cos x=0. 


$ 3. Extremales con puntos angulares 346 


Si cosx, = 0, entonces C¿=C,=0 y el extremo puede alcanzarse sólo en la 


resta у=; z=0. SI, en cambio, cosx,=0, o sea, “a= А 
entero, entonces С, == 0, С, es una constante arbitraria, x=C,senx, т = —Сузепх. 
No es difícil comprobar que en el último caso para cualquier С, la funcional 
00. 


л, donde п es un 


$ 3. EXTREMALES CON PUNTOS ANGULARES 


Hasta ahora hemos considerado problemas variacionales en: los 
cuales la función buscada у= y(x) se suponía continua y con de- 
rivada continua. Sin embargo, en muchos problemas А última 
exigencia no es natural; es más, 
en ciertas clases de problemas 
variacionales la solución se al- 
canza por lo general en extre- 
males que tienen puntos angu- 
lares. A estos problemas per- 
tenecen, por ejemplo, los proble- 
mas sobre la reflexión y sobre 
la refracción de las extremales, 
que son una generalización de los 

roblemas correspondientes sobre 
а reflexión y refracción de la luz 

Problema de la reflexión de las extremales, 

Hallar la curva que realice el extremo de la funcional v= 


2/90) 
Г 


Fig 7.7 


= [Fix y y)dy y que pase por dos puntos dados A(x yo) y 

FA 
В(ху. vo); además la curva debe caer en el punto B sólo después 
de reflejarse en una linca dada у= ф(х) (fig. 7.7). 

Es natural suponer que en el punto de reflexión C(x, yy) 
pueda haber un punto angular de la extremal buscada y, por lo 
tanto, que en este punto la derivada izquierda y'(x,-—0) yla 
derivada derecha y'(x,-|-0) en general sean diferentes. Por ésto, 
es más cómodo representar la funcional v [y(x)] en la forma 


> 
тшй] — | Р(х, y, y) de ¿| Р(х, y, узах; 
E 


en cada intervalo х, хл у ххх, la derivada y (х) se 
supone continua y, en consecuencia, se pueden aplicar los resul- 
tados abtenidos antes. 
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La condición necesaria fundamental de extremo dv=0 toma 
la forma 


0978] Fix, рак аў Рх, y, y)dx=0. 


Como el punto (xı, m) puede desplazarse por la curva y=4(%, 


al calcular las variaciones ё { Fix, y, илах y SÍ Fey, y)dx 


РА ш 
nos encontramos en las condiciones del problema соп un punto 
frontera móvil, que se mueve por una curva dada, y podemos 
aplicar_los resultados del $ 1 (pág. 334). Es evidente que las cur- 
vas АС у CB son extremales. En efecto, en estos segmentos 
y=y(x) es solución de la ecuación de Euler, ya que si conside» 
Tamos que una de estas curvas ya fue hallada у variamos la oira, 
el problema se reduce а hallar el ехітето de la funciona! { Fdx 


(o bien | Рах) en el problema con puntos frontera fijos. Por esto, 
р 


calculando la variación de la funcional supondremos уа que ésta 
se considera sólo en las extremales que tienen el punto angular 
С. Entonces 


а(х, р уак РАН 0) Ev! ‹=,,-ъбху 


af Р(х, y, у) = [Р 0 Ро бх 
ES 


(véase la pág. 338), donde los simbolos x==x,—0 y x=x, +0 
significan que se toma el límite de las magnitudes entre parén- 
tesis al tender al punto x, en el primer caso por la izquierda 
(por el lado de los valores de x menores que x,), y en el segundo 
caso por la derecha (por el lado de los valores de x mayores 
que xy), Como en el punto de reflexión es discontinua sólo la 
derivada y', entonces en el primer caso hay que tomar la derivada 
izquierda en el punto angular, y en el segundo caso, la derivada 
derecha. 

La condición du=0 toma іа forma 

ТА 0) Р, ео бх |Р He Y) Рано 8%, =0 
о, сото ёх, varía en forma arbitraria, entonces 


[Е Р.о [ES Рон 
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o bien 
Fixi Yu Y 0—0) E 
HAY б) 0 (ONE (ху, Y Y 0) = Р, їл, Y 10) + 
TAO Y a ~ D) Fy (х, Yo Y rr O 


Esta condición de reflexión toma una forma especialmente simple 
para las funcionales de la forma 


нела, ШЕТ ах, 
más precisamente: 


А, ШШ TL 


= 4ш 0 11 


o bien, simplificando y dividiendo entre А (х, y) bajo la 
hipotesis de que A(x 01) = 0, 
EPPA 
Ку 
Designando рог la letra œ al ángulo entre la tangente a la curva 
ФО) y el eje de las abscisas, y por B, y Ba respectivamente 


еа ranar 


Fie 78 


los ángulos de inclinación con respecto al eje de las abscisas 
de las iangenies izquierda y derecha a la extremal en el punto С 
de reflexión (fig. 7.8), obtenemos 


И 0—0) BB. y 10) tgpi $e) tga 
La condición en el punto de reflexión toma la forma 


1-а, l- tgatz 
-wf БҮЛ 
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o, después de simplificar y multiplicar рог cosa” 
—cos (a —р,) = cos (a — pa). 
De aquí se deduce la igualdad de los ángulos de incidencia y de 
reflexión. 
Si el punto se mueve en cierto medio con velocidad viv, y), 
el tiempo £ que transcurre al desplazarse un punto desde la 
posición А (хо, No) hasta la B(x} Y) 


es igual a la integral ў ma ах, 


que pertenece al tipo de funcionales 


z consideradas { Ах, p) V TF y dx y, 


рог lo tanto, para cualquier ley de 
Fie 7.9 variación de la velocidad vix, y), 
en el punto de reflexión el ángulo 

de incidencia es igual al de reflexión. 
Si los puntos А, В y С estuvieran distribuidos de otro modo, 
por ejemplo como en la fig. 7.9, entonces para obtener Ja misma 
condición en el punto de reflexión seria más cómodo realizar el 


Fig. 710 


análisis en forma paramélrica, debido а que la función у= (х) 
es multiforme. 
Reiracción de las extremales. Supongamos que la fun- 


ción subintegra! de ta funcionalo- | F(x, y, y'Jdx en la región con- 
siderada tiene una linea de discontinuidad y=4 (х), y los puntos 


frontera A y В están situados a distintos lados de dicha línea 
(fig. 7.10). 
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Representemos la funcional v en la forma 


o= Esta y. y)de+) Fate y, yde, 
і Р) 


donde Е, (х, y, 0) = ЕЁ (x, y, 0) de un lado de la línea de discon- 
tinuidad, y Ё, (х, y, y)=F(x, y, у) del otro lado de la misma, 

Supongamos que F, y F, son derivables tres veces. En el 
punto C de intersección de la curva buscada con la línea de 
discontinuidad es natural esperar que haya un punto angular. 
Los arcos AC y CB son evidentemente extremales (esto se deduce, 
nuevamente, de que al fijar uno de estos arcos y variar sólo el 
otro, se obtiene un problema con puntos frontera fijos). Por esto, 
se pueden tomar como curvas de comparación sólo quebradas 
compuestas por dos arcos de extremal; entonces la variación, en 
virtud de que el punto frontera C(x,, yy) puede desplazarse por 
la curva y=ọ{x)}. toma la forma siguiente (véase la pág. 338): 


» М 
боа} F, (к, Y y)dx+0S Falx, y, yldi= 
ES % 


= (Е) Ру lees -0 ёл, [Е + (Q — 9) Ри] бху 
ИАА а ДА Ан а PAN 
а la igualdad 

(AO leo [Fat 9 — 1) Fayhen eto 
Como en el punio de refracción puede ser discontinua sólo y”, 
entonces esta condición de refracción puede escribirse también en 
la forma siguiente: 
Fi Ya Y (10) H 
AS A д, 0 у = 
= Е, (ху, Y Y 04-0) 
+0 (а (1 +0) Far (ба, Y Y (6 +0) 

Esta condición de refracción, conjuntamente con la ecuación 
= Ф(х). da la posibilidad de determinar las coordenadas del 
punto С. 

Si, en particular, la funcional v es igual a 


x 
Yale DVT yd 


=f Ae VTF dr ef Ах, 191 TT Y dx, 
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entonces la condición de refracción {ота la forma 


o bien, conservando las notaciones de las págs. 347—348, 
Ya —0-teB. ytle a ФО) == (ра, después de 
simplificar y multiplicar por cosa, tendremos: 


а 
Во ли) y pi |е] о 
EJ Awn и) 


lo cual es una generalización de la conocida ley de refracción de 
la luz: la razón entre el ѕепо del ángulo de incidencia y el seno 
del de refracción es igual a la razón entre las velocidades 


аб 0 y У a ir (C. la pág. 348) 


en los medios en cuya frontera tiene lugar la refracción. 

No debe pensarse que las extremaules con puntos angulares 
aparecen sólo en los problemas de геПехібп o refracción de extre- 
males. El extremo puede alcanzarse en extremales con puntos 
angulares айп en los problemas sobre el extremo de la funcional 


R 
vaf Fix, y y)dx, donde la función Р es derivable ires veces, 


y las curvas admisibles deben pasar por los puntos frontera A y 
B, sin ninguna clase de condiciones 
adicionales 

Estudiemos, por ejemplo, la fun- 
cional 


2 
зирак, 00000, 000) 1. 
і 


кш тн Como la función subintegral es posi- 

tiva, entonces 2220 y, por lo tanto, 

si en cierta curva la funcional v=0, entonces en esta curva se 

realiza con seguridad un minimo absoluto de esta funcional, 

es decir, el valor mínimo de la funcional en las curvas admisibles. 

No es difícil ver que en la quebrada y=x cuando 0<x<l, 

y=} para 1 <: х2 (fig. 7.11) la funcional v=0, ya que en esta 

quebrada la función subintegral es idénticamente nula. Por con- 

Paat en esla quebrada se realiza un minimo absoluto de la 
funcional, 
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El mínimo absoluto de la funcional v=0 se alcanza lambién 
en las líneas quebradas representadas en la fig. 7.13. Por otra 
parte, es fácil ver que en las curvas lisas*) los valores de la 
funcional son estrictamente mayores que cero, a pesar de que 
puedan hacerse infinitamente próximos a cero. En efecto, la función 
subintegra] se anula sólo cuando у= х С, о cuando y= 
las líneas formadas por segmentos de rectas de estas familias que 
pasan por los puntos А(0, 0) y B(2, 1) pueden ser sólo quebradas. 
Sin embargo, "alisando" los puntos angulares mediante la variación 
correspondiente de la función en un entorno arbitrariamente 
pequeño de estos puntos, se puede obtener una curva lisa en la 
cual el valor de la funcional se diferencie arbitrariamente poco 
del valor de ésta еп la quebrada. De este modo, о = 0) es la cota 
inferior de los valores de la funcional v en las curvas lisas; pero 
esta cota inferior no se alcanza єп las curvas lisas, sino en las 
curvas lisas a trozos. 

JHallemos las condiciones que deben satisfacer las soluciones 
von puntos angulares del problema sobre el extremo de la funciona! 


ofu- È Р(х, и, yide. Es evidente que los arcos lisos que 


forman la extremal quebrada deben ser curvas integrales de la 
ecuación de Euler. Esto se deduce de que si fijamos todos los 
segmentos de la quebrada, a excepción de uno, y variamos sólo 
ésle, el problema se reduce al problema simple con fronteras 
fijas y, por lo tanto, este nlo debe ser un arco de extremal. 

Suponiendo, para simplificar la escritura, que la extremal 
quebrada tiene sólo un punto angular **), hallemos las condiciones 
que deben satisfacerse en dicho punto: 


u 


v= Р(х, у, изах— \ Fix, y, их у | Fix, у, о), 


` & 
donde x, es la abscisa del punto angular (fig. 7.12). Considerando 
que las curvas AC y CB son curvas integrales de la ecuación de 


Euler, y que el punto C puede desplazarse arbitrariamente, obte- 
nemos, de acuerdo соп el $ 1, pág. 338: 


бр (ЕР, lencia бху 
БР, lio 8 (Р Рао бху Fy |за бу 0, 
+) Véase la nota al pie de la pág 24 (А de la Red) 


1») Si hay varios puntos angulares, entonces а cada nno de ellos se le puede 
aplicar el mismo razonamiento. 
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de donde 
(Ру Ех, о бху Fy обу = 
Е Е 10041 + Fy (ехо би 
o bien, сото бх, у бу, son independientes, tendremos 


(Еу Е). o = (EY Ри) ео 


y 
Plena com Fy „дё 
Estas condiciones, conjuntamente con las condiciones de continuidad 


de la extremal buscada, permiten determinar las coordenadas del 
punto angular, 


Fig. 7.12 Fig 7.13 


Ejemplo 1. Hallar las extremales quebradas (si existen) de la funcional 
а 


v= f 0—0) dx. Escribimos la segunda condición que debe cumplirse en el 
è 


punlo angular, Ру /х=кү-о= Рух =х,+о о. en este caso, 2у' (ху —0) = 2у' (x1 4-0), 
de donde а а 07а ++, о а que la derivada y' es continua еп el 
punto, y en el punto. angular no. Por consiguiente, en el problema 
Ponsiderado el extremo puede alcanzarse sólo en las curvas lisas, 

Ejemplo 2. Hallar. las. extremales quebradas de la funcional 


| y*(1—y) dx. Como la función subintegral depende sólo de y”, entonces 
% 


las extremales son lineas rectas: у — С 4-С (véase la pág. 308). Las condiciones 
en el punto angular toman en езе caso la forma 


— ye (1—y II) lem, 0=— Y (1 Y UI) lem, +0 


2у 0—0 — Y lex, 0=24 (1—y 124) lem, +0 
Estas condiciones, excluyendo la posibilidad trivial de que 
y (а—0=у' (140) 
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se satisfacen cuando 
y (,—0)=0 


y +0=!, 


o bjen 


Por lo tanto, las extremales quebradas se pueden componer sólo de segmentos 
de recta pertenecientes a las familias y=C,, e y=x=+Ca (fig. 7.13), 


$ 4. VARIACIONES UNILATERALES 


En ciertos problemas variacionales sobre el extremo de la 
funcional о [4(х)] pueden imponerse limitaciones а la clase de 
curvas admisibles que les impida pasar por los puntos de cierta 


Fig 714 


región R, limitada por la curva D(x, y)=0 (fig. 7.14), En estos 
problemas, la curva C que realiza el extremo o bien pasa 
enteramente fuera de la frontera de la región R, y entonces debe 
ser extremal —puesto que en este caso la región prohibida R no 
influye en absoluto en las propiedades de la funcional y de su 
variación en un entorno de la curva С, y los razonamientos del 
capítulo 6 siguen siendo válidos—, o bien la curva C se compone 
de arcos que se hallan fuera de la frontera de R y de partes de 
dicha frontera. En este último caso surge una nueva situación: 
en las partes de la frontera de la región R son posibles sólo 
variaciones unilaterales de la curva С, ya que las curvas admi- 
sibles no pueden penetrar dentro de la región. Las partes de la 
curva que se encuentran fuera de la frontera de la región R deben 
ser, como antes, extremales, puesto que si variamos la curva С 


12 звяз 
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sólo en este intervalo, que permite variaciones bilaterales, la 
región R no influirá en la variación de y, y las deducciones del 
capítulo 6 seguirán siendo válidas. 

De este modo, en cl problema considerado el extremo puede 
alcanzarse sólo en las curvas compuestas por arcos de extremales 
y por partes de la frontera de la región R. Por consiguiente, para 
construir la curva buscada que realiza el extremo, hay que obtener 
las condiciones en los puntos de paso de la extremal а la frontera 
de la región R que permitan determinar estos puntos. En el caso 


Fig 715 ' 


representado en la fig. 7.15, deben obtenerse las condiciones еп 
los puntos M, N, P y Q. Obtengamos, por ejemplo, la condición 
en el punto А1. Se podrian obtener análogamente las condiciones 
en los demás puntos de paso de Ја extremal a la [rontera de la 
región. 
Al calcular la variación бо de la funcional 
o= Fl y уа | Рх, за f Fix y y Ja 

se puede considerar que la variación se efectúa sólo por el des- 
plazamiento del punto M (x, y) por la curva P(x, y)=0, о sea, 
se puede considerar que para cualquier posición del punto M en 
la curva D(x, y)=0 el arco AM ya es extremal, y el segmento 
МАРОВ no se varía. La funcional 


m= f Fix и, ух 


tiene un punto frontera móvil que se desplaza por la frontera de 
la región R, cuya ecuación es W(x, у) = 0, o bien en forma resuelta — 
еп un entorno del punto M—con respecto a y: y=Q(%). 
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Por lo tanto, de acuerdo con el $ 1 (pág. 338) 
60, = [F 4087—07) Foleo ÔF. 


La funcional o,— | Р(х, y, y)dx también tiene un punto 


frontera móvil (2, 7). Sin embargo, en un entorno de este punto 
la curva y=p(0, en la cual puede alcanzarse el extremo, no se 
varía, Por lo tanto, el cambio de la funcional о,, al desplazarse 
el punto (Z, J) а Ja posición (¥-i-ô¥, ў--бу), se reduce sólo al 
cambio del límite inferior de integración, y 


dv= | Fi, Y уак} Р(х, y ydre 


зй 
ЕТУ 
== | Fi, n )йх=— | Fi ФО, y О), 


puesto que сп el intervalo (х, Х- бХ) es y= (v. 
Aplicando el teorema del valor medio y la continuidad de la 
función F, se obtiene 


Ло = Рх, фо), фт 87, 
donde В — 0 cuando 6х — 0. 
Por lo tanto, бо, — Р(х, pò. «р (0) |х 67, 
du, | õu = 
= [Fa y y) ay) Fel y veez 
=F (x. у, ФОБ [F Y, )—Р(х. y Ф)— 
—ч'—@)/, (х, y Ит 6R, 
ya que и (5) =4 
La condición necesaria de extremo бо=0, debido a la arbitra- 
riedad de ôF, toma la forma 
[Fæ y, YI РО, у, IYD Fy (Хх, у, 0) =. 
Aplicando el teorema del valor medio, oblenemos 
IA O A 


donde q es un valor intermedio entre q" (3) e y’ (2). Aplicando 
nuevamente el teorema del valor medio, tendremos 


ш аР и, Der, 
donde 9 es un valor intermedio entre д е y' (9. Supongamos que 
> 
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Fu (x, y, 7)40. Esta hipótesis es natural para muchos problemas 
variacionales (véase el capítulo 8). En este caso, la condición en 
el punto M tiene la forma y'(3)=q"(x) (q=y' sólo cuando 
0 00 = E) puesto que q es un valor intermedio entre 
И) у Ф'(Х)). 

Рог lo tanto, еп el punto M la extremal АМ y la curva de 
frontera MN tienen una tangente común (la tangente izquierda 
para la curva y=y(x), y la derecha para la curva у= ф(х). De 
este modo, la extremal es tangente a la frontera de la región R 
en el punto M. 


FIÉRCICIOS DLL CAPITULO 7 


1. Hallar la solución con un punto angular del problema sobre el minimo 
de la funcional 
4 


00001 -f 1 + dx y=; у(%)=2. 


2. e Existen soluciones con puntos angulares en el problema sobre el extremo 
de la funcional 


оци {0 ху) бе yde yaen? 


3. « Existen soluciones соп puntos angulares en el problema sobre el extremo 
de la fúnciona 


оиб} (ode yO yen? 
4. Hallar la condición de transversalidad para la funcional 
ely Абый) кир" 
E 


5. Aplicando Ја condición necesaria fundamental de extremo dv=0, hallar 
la función en la cual puede alcanzarse un ех\гето de la funcional 


і 
vlo= otd и) O=; 
è 
s= 


mds, A(x, y) #0. 


20: y (1) по está dado. 
6. Hallar las curvas en las cuales puede alcanzarse un extremo de la funcional 
to 
сибе} yd: убу=®% 0010) =0 
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соп la condición de que las curvas admisibles no puedan penetrar dentro del 
circulo delimitado por la circunferencia 


«—5+=3. 
7. Hallar la función en la cual puede alcanzarse un extremo de la funcional 


aa 
ошо {02—094 1090, 
; 


si el otro punto frontera puede deslizarse por la recta x= < 


8. licando sólo la condición necesaria lundamental бо == 0, hallar la curva 
en la cual puede alcanzarse un extremo de la funcional 
ра 
aro] LEER HL de 40090, 


el el segundo punto frontera (s, yg puede desplazarse por la circunferencia 
AS 


CAPITULO 8 


Condiciones suficientes de extremo 


$ 1. CAMPO DE EXTREMALES 


Si en el plano (x, y) por cada punto de cierta región D pasa 
una y sólo una curva de la familia y yty, С), se dice que esta 
familia de curvas forma un сатро en la región D, o, más exacla- 
mente, un campo propio, El coeficiente angular de la tangente p (x, y) 
a la curva de la familia y=y(x, С) que pasa por el punto (x, y) 

sé liama inclinación (o declive) del 
campo en el punto (x, y) 

Por ejemplo, las rectas parale- 
las y=x  C forman un campo 
dentro del circulo x8- g< 1 (fig. 
8.1), y su inclinación es р(х, y) = l. 
Por el contrario, la familia de pa- 
rábolas y (х—а#—1 (fig. 8.0) 
no forma un campo dentro del mis- 
mo círculo, debido a que en su 
interior las parábolas de la familia 
considerada se cortan. 

Si todas las curvas de la fami- 
lía у--у(х, C) pasan por cierto 

Fig. 81 punto (Xp, 1), es decir, forman un 

haz de curvas, entonces éstas con 

seguridad no forman un campo propio en la región D si el 

centro del haz pertenece a ésta. Sin embargo, si las curvas del haz 

cubren toda la región D y se cortan en su interior sólo en el centro 

del haz, es decir, se cumplen las condiciones impuestas al campo 

en todos los puntos distintos del centro del haz, se dice que la 

familia y= y(x, С) forma también un campo, llamado en este caso 
central, a diferencia del campo propio (fig. 8.3). 

Por ejemplo, el haz de sinusoides у= Csen x forma un campo 
central para 0< x< a, a < л (fig. 8.4). El mismo haz de sinusoides 
forma un campo propio en un entorno suficientemente pequeño del 
segmento 5<<x<a del eje de las aubscisas, donde 6>0, a<n 
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(fig. 8.4). El mismo haz de sinusoides по forma campo en un еп- 
torno del segmento0<x<a,, a, > л, del eje de las abscisas (fig. 8.4). 


Fig 8.2 


Si un campo central o propio está formado por una familia de 
extremales de cierto problema variacional, se llama campo de 
extremales, 


El concepto de compo se generaliza casi sin modificaciones también al caso 
de un espacio de cualquier dimensión. La familia g;=n, (х, С, 
(= 1,2, ... » n) forma un сапра en la región D del espacio x, Yis > 


Г 83 


si por cada punto de dicha región pasa una y sólo mna curva de la familia 
ш ls С,). Se llaman funciones de inclinación del campo 
ШАЛ 1 ‚ п) a las derivadas parciales de las funciones 
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шик, CuCu e., Ca) con respecto a x, calculadas en el punto (%, Y4 Yo =>. баў; 
por consiguiente, рага obtener р(х, Yi Un -. Yal hay que tomar 
чу Yi bs Cp. б... Ca) y sustituir б, Съ... Gu por sus expresiones mediante 


las coordenadas х, Yu fe ++- » Yar En forma análoga se define también el campo 
central. 


Supongamos que la curva y=y(x) es extremal del prcblema 
variacional sobre el extremo de la funcional simple 


vlui = | Р(х, y. yd 


con puntos frontera А (хо, Yo) y Bs 1) fijos. Se dice que la 
extremal y= (х) está incluida en un campo de extremales, si ha sido 
dada una familia de extremales y=y(x, С) que forma tm campo, 


Fig. 8,5 Fig. 8.6 


contiene a la extremal y=y(x) para cierto valor C=C, y dicha 
extremal no pertenece a la frontera de la región D en la cual la 
familia y=y(x, C) forma un campo (fig. 8.5). Si el haz de extre- 
males соп centro en el punto A (х,у) forma un сатро en un entorno 
de la extremal у= у(х), que pasa por este punto, entonces con esto 
se halla un campo central que contiene a la extremal dada у= у(х). 
Como parámetro de la familia se puede tomar en este caso el 
coeficiente angular de la tangente a las curvas del haz en el punto 
A (xor Yo) (fig. 8.6). 


Ejemplo 1. Se da la funcional 
А 


[оиа 


se pide incluir el segmento de la exiremal y=0 que une los puntos 0, 0) 
у @. 0). donde 0 асл, en un campo central de extremales. La solución 
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jeneral de la ecuación de Euler y"+y=0 (vease la pág. 305, ejemplo 1) tiene 
Бота у= б cos з Совет л, De la condición de que las extrozales paran por 
el punto (0, 0) se obtiene Сү =0, y=C,senx; Jas curvas de este haz forman 
un campo central en el segmento Ó<x<a, a <л que incluye la extremal y=0 


Fig 87 


рага C.==0. El parámetro С. de la familia es igual а la derivada y; en el 
unto (0, 0). Si en este mismo problema fuera а 2л, la familia y= Gysen x no 
formaría campo (véase la pág. 359 ). 


Es sabido que dos curvas infinitamente cercanas de la familia 
F(x, y, C)=0 se cortan en los puntos de la curva C-discriminante, 
la cual se determina por las ecuaciones 


Fix у С)= 0 Eo 


Recordemos que en la curva C-discriminante se incluyen, en 
articular, la envolvente de la familia y los lugares geométricos de 
los puntos múltiples de las curvas de dicha familia. Si F (x, y, С) =0 
es la ecuación de un haz de curvas, su centro pertenece también a 
la curva C-discriminante. Por esto, si se toma un haz de extre- 
males у= у(х, С) que pasan por el punto (xy, m) y se determina 
su curva C-discriminante Ф(х, y)=0, entonces las curvas próxi- 
mas de la familia у= у(х, С) se cortarán en las cercanías de la 
curva D(x, y)=0. En particular, las curvas de esta familia próxi- 
mas a la extremal considerada y=y(x), que pasa por los puntos 
A(%o, Yo) y В (х, 0), se cortarán en puntos cercanos а los puntos 
de tangencia (o de intersección) de la curva у у(х) con la curva 
C-discriminante (véase la fig. 8.7, еп donde la curva C-discrl- 
minante está representada por una línea gruesa). Si el arco AB de 
la extremal y=y(x) no tiene puntos comunes diferentes de A con 
la curva C-discriminante del haz de extremales que incluye a la 
extremal dada, entonces las extremales del haz suficientemente 
próximas al arco АВ по se cortan, es decir, forman un сатро 
central que incluye al arco AB еп un entorno de este arco (fig. 8.8) 
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Si el arco AB de la extremal у = (х) tiene un punto común А“, 
diferente del punto A, con la curva C-discrimimante del 
haz у= ух, C), entonces las curvas del haz próximas а y =y (x) 
pueden cortarse entre sí y con la curva и--у{х) en las proximi- 
dades del punta 4* у, en general, no forman campo (fig. 8.7). El 
punto A* se llama conjugado del punto А 

El resultado oblenido se puede enunciar así: para construir un 
campo central de extremales con centro en el punto А que contenga 
el arco AB de la extremal, es suficiente que el punto А* conjugado 


y 


Fig. 88 


del A по pertenezca al arco AB. Esta condición de la posibilidad 
de la construcción de un campo de exiremales que wcluya a la 
extremal dada se Пата condición de Jacobi. 

No es difícil formular esta condición también en forma anali» 
tica. Sea y= y(x, С) la ecuación del haz de extremales con centro 
en el punto А: el parámelro С se puede considerar, para fijar ideas, 
que coincide con el coeficiente angular y” de las extremales del 
haz en el punto A. La curva C-discriminante se determina рог 
las ecuaciones 

y=y (e б; YES, 


А lo largo de cada curva fija de la familia la derivada 25-0 


es una función sólo de x. Denotaremos abreviudamente por u dicha 
función: ш=®#@ © donde С está dado; de aquí u» =. 
Las funciones у= у(х, C) son soluciones de la ecuación de Euler; 
por lo tanto, 


Еу. (к. С, Yi (e С Fp (y ta. б), 0С) == 0. 


Derivando esta identidad con respecto а С y haciendo #6- y, 
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se obtiene 
Fyt- Fay (Руа Рууш'у=0, 
o bien 
Epi Fui Erro. 


Aqui Fp (x, Y 0), Р(х, у, Y) y Руу(х, у, Y) son funciones 
conocida? de x, debido a que el segundo argumento y es igual a 
la solución y=y(x, C) de la ecuación de Euler, tomada рага el 
valor C=C, que corresponde a la extremal АВ. Esta ecuación 
lineal homogénea de segundo orden con respecto a ш se llama 
ecuación de Jacobi. 


Si la solución u = 206-0) de esta ecuación que se anula en el 
centro del haz X= хо (el centro del haz siempre pertenece a 
la curva C-discriminante) se anula lambién en algún otro punto 


del intervalo x, << X<. ху, entonces el punto conjugado de А, que 
se determina por las ecuaciones 


dy (x, С) 
00 


yyl Co) y =0, o bien u=0, 


perlenece al arco AB de la extremal *). Si, en cambo, existe una 
solución de la ecuación de Jacobi que se anule para х= х, y no 
se anule en ningún otro punto del segmento x Sx < x,, entonces 
no hay puntos conjugados de А en el arco AB; la condición de 
Jacobi se cumple y se puede incluir el arco AB de la extremal 
en un campo central de extremales con centro en el punto A. 

Observación. Se puede demostrar que la condición de Jacobi 
es necesaria para que se alcance un extremo, es decir, para la 
curva AB que realiza un extremo el punto conjugado de A no 
puede estar en el intervalo xp < X < Xy 


Ejemplo 2. ¿Se cumple la condición de Jacobi para la extremal de la 
funcional o= È (yu) de que pasa por los puntos А0, 0) y Bla, 0? 
La evuación de Jacobi tiene la forma 


e РЕ а 
= g), o bien u"+u=0, 


de donde 
u— C, sen (x— Ca} 


*) Obsérvese que todas las soluciones no (riviales de una ecuación diferen- 
cial lineal homogénea de segundo orden que satisfacen la condición и (х,).:0 se 
diferencian entre sí sólo por un factor constante no nulo y, por lo tanto, se 
anulan simultáneamente. 
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Como u(0)=0, entonces C¿=0; u=C,senz. La función ш se anula en los 
puntos х= л, donde k es un entero; por lo tanto, si 0 < а <я, іа función и 
se anula en el to 0«хса sólo en el punto x=0, y la condición de 
Jacobi se cumple. Si, en cambio. ал, la función n se anula en el segnento 
por lo menos en 
y la condición de 
¡ple (compárese con el 
ejemplo 1, pág. 360). 
Ejem pto 3 ¿Se comple la con: 
dición de Jacobi para la extremal de 
la foncional 


Р 
ово иие 
y 


Fig. 89 


qu, Pas por los puntos A(0, 0) y 
(a. 

La ecuación de Jacobi tiene la forma [ә 0. Tomemos su solución кепе. 
ral en la forma u=C, sh x РС, сіх, De la condición u(0)=0 se halla C:=0, 


u=C,shx, Las curvas del haz u=C,shx cortan el eje Ox sólo еп el punto 
x=0. La condición de Jacobi se cumple para todo a. 


32, FUNCION E(x, y, p, 0) 


Supongamos que en el problema simple sobre el extremo de la 
funcional 


v= Ft, Y YI у(х) = уы YA) = 


se cumple la condición de Jacobi y, por consiguiente, la extre- 
mal С que pasa por los puntos А(х„ go) у В(х, у) puede ser 
incluida en un campo central con linación igual а р(х, y) 


(fig. 8.9)*). Transformemos el incremento Av= | F(x, y, y')dx— 


ё 
-Í F(x, y, y')dx a una forma más cómoda para su estudio, para 


E 
determinar el signo del incremento Ао de la funcional v al pasar 


el extremal C a cierta curva próxima admisible С. (Los sím- 
los 


[ғо y yde y (Ро, y, ах 
è і 


*) Se hubiera podido suponer que la extremal está incluida no еп un сатро 
central, sino en uno propio. 
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representan los valores de la funcional v= Yee, y, 4) dx tomados 


respectivamente por los arcos de las curvas С y С). 
Consideremos la funcional auxiliar 


$ [Fe о р (Ep) Р, y, p) а 
ё 
que se transforma en {ғо y, 0) ах en la extremal С, en virtud 
ë 


de que р en las extremales del campo. Por otro lado, la 
misma funciona) auxiliar 


US Y p+ (2- ) 


Р(х,у, | ах, 


/ 


o bien 
ТРО, у, р)—рР„(х, у, Раа F, y, pdy (84) 
с 


es la integral de una diferencial total. En efocto, la diferencial de 
la función T(x, y), еп la cual se transforma la funcional Л 
en las extremales del campo, tiene, según el $ 1 del capítulo 
(pág. 338), la forma 

dõ= [F(x y, 0—0 Г, (х, y, Y ld Ey tx y, y) dy, 


y se diferencia sólo por la notación del coeficiente angular de la 
tangente a las extremales del campo de la expresión subintegral 
en la integral auxiliar (8.1) considerada. 


De este modo, la integral Í[F( y, р) +U —p)F,]dx coin- 
g 
cide con la { F(x, y, yhde en la extrema) C, y como la funcio- 
Ё 


nal Í[F(x, y, pr ц РУ Е, ах es la integral de una diferencial 
ё 


total —y, por lo tanto, no depende del camino de integración—, 
entonces 


{+ y yd | (Fix, у. +U р) Р(х, у, рах 
E 


no sólo para C=C, sino también para cualquier б. 
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Por lo tanto, el incremento 
м Fi. y РО, у, y)dx 
č ё 
puede ser reducido а la forma siguiente: 
до = Рух, y 9а [Flo у. р) 00 р) Руб, Y Рах 
й с 
=Í [FG y 0) Р, у, Pp F, (х, у, P) dx 
ё 
La función subintegral se llama función de Weiersirass, y se denota 
рог E(x, y, р, Ш): 
Eix, y, р, y= Р(х, у, Y) FA у. PWI) Fs (A 0, р). 
En estas notaciones 


as $ Elx, у, р, Y ddr. 


Es evidente que una condición suficiente para que la funcional 
v lenga un mínimo en la curva C es que la función Ё no sea 
negativa, puesto que si £>0, entonces también Av>0; y una 
condición suficiente para que tenga un máximo será Æ <0, debido 
а que en este caso también 4v< 0. Para que haya un mínimo débil 
es suficiente que la desigualdad Elx, y, р, 0) 220 (6 ESO en el 
caso de máximo) se cumpla para valores de x e y próximos al 
valor de x e y en la extrema! C investigada, y para valores de y” 
cercanos а р(х, y) еп la misma extremal; para que haya un mi- 
nimo fueste la misma desigualdad debe ser válida para las mismas 
хе y, pero рага y’ arbilrarias, puesto que en el caso de un 
extremo fuerte las curvas cercanas tendrán direcciones arbitrarias 
de las tangentes, y en el caso de extremo débil los valores de y’ 
ёп las curvas cercanas son próximos а los valores y'=p en la 
extremal С. 

Por consiguiente, las siguientes condiciones serán suficientes 
para que la funcional о tenga un extremo en la curva С. 

Para un extremo débil: 

1. La curva C es una extremal que satisface las condiciones de 
frontera. 

2. La extremal C puede ser incluida en un campo de extrema- 
les. Esta condición se puede sustituir por la de Jacobi. 

3. La función £(x, y, р, у) no cambia su signo en todos los 
puntos (х, y) próximos а la curva С, y para valores de y’ cerca- 
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nos a р(х, y) En el caso de mínimo es Е 2>0, en el caso de 
máximo, E <0. 
Para un extremo fuerte: 
1. La curva С es una ехігета! que satisface las condiciones de 
frontera. 
2. La extremal C puede ser incluida en un campo de extre- 
males, Esta condición se puede sustituir por la de Jacobi. 
3. La función E(x, y, р, у) по 
cambia su signo en todos los puntos y 
(х, y) próximos a la curva С y para 
valores cualesquiera de y'. En'el caso э) 
de mínimo ез Ez>0, en el caso de 
máximo, E <0. 
Observación. Se puede de- 
mostrar que la condición de Weier- 
sirass es necesaria. Más exactamente, z 
si еп un campo central que incluya ~ | 
a la exiremal С la función Е tiene 
signos opuestos en los puntos de la Fie. 810 
extremal para ciertas y”, entonces no 
hay extremo fuerte. Si esta propiedad tiene Jugar para valores de 
y' arbitrariamente próximos a p, tampoco hay extremo débil. 


Ejemplo 1, luvestigar el ехігешо de Ja funcional 


a 
v= [yis #@)=0, уб) 


a>0, b>0 
Las rectas уе Сун С, son extremales. El extremo puede alcanzarse sólo 
за la recta у= х, El һал de rectas у= Сух con centro en el punto (0, 0) forma 
un сатро central que incluye а la extremal arte їп. 8.10). 
La función E es igual a 
E у, р, yy 0130 (0 ——р) ly — PY y +2р\. 


En la extremal y== 


ж la inclinacion del campo es p=>>0, y si ү loma 


valores próximos a p==, unlonces E 220 y, en consecuencia se cumplen todas 
los condiciones suficientes para que haya un minimo débil De este nodo, en 
la extremal yt hay un minium débil. Si, en cambio, y toma valores 


arbitrarios, entonces (y' +2) puede tener cualquier siguo y, por lo tanto. la 
[unción Æ no Пепе signo constanle; по se cumplen las condiciones suficientes 
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para que hoya un mínimo fuerte, Si se toma en cuenta la observación de la 
pág. 367, se puede alirmar que no hay minimo fuerte en la recta y=- х. 
Ejemplo 2. Analizar el extremo de la irncional 


{и умр) ах, y= уб, u>0 y b>0, 
а 


en la clase de las funciones continuas con derivada primera continua, 
Las rectas у= Сус ЁС, son extremales. La recta yt: satisface las con- 
diciones de frontera, y se incluye en el haz de estremales у= Сул que forman 
un campo central, La función Е es igual a 
Elx, у. p, 0=64 *—y 4 yy —6p 4 р 
—#Ф—(у/ —р)(12р—4р%-+-)= —(0'— 
F lu 2ру — (639) 
El signo de E es opuesto al signo del úllimo 
factor 


y” Бру —(6—3р'). 

Este factor se anula y puede cambiar su signo 
sólo cuando 0 pasa por el valor у =—р+ 
+ б—1рї,‚ Para 6260 ó pay 3, 
para toda y" lendremos Iy -+ 2py'—(6=3p")] => 
Fig 8.11 22:0; si, en cambio, 6—2p? >06p<V 3, la 
expresión [02-207 —(6—3p*)] cambia su siguo. 
Si en este caso y' se diferencia suficientemente poco de p, la ùltima expresión 

mantiene su signo positivo p > 1, y negativo para р < 1. 


Por lo tanto, para p=2<1ób<a se Hene un minimo débil, puesto 


que 220 para valores de y” próxmos a pi para p=2>16 0 >a se tiene 
un miximo débil. Para p=L YT se liene un máximo fuerte, ya que 


Е<0 para valores cualesquiera de y Para ре 2. СУЗ, en virtud de la 
observación de la pág. 267, no hay ni minimo fuerte ni máximo fuerte (fig. 8.11). 


Incluso en los ejemplos citados más arriba, sumamente sim- 
ples, el estudio del signo de la función E causó ciertas dificulta- 
des; por esto, seria conveniente sustituir la condición de que la 
«Junción E tenga signo constante por otra, de más fácil comproba- 
ción. Supongamos que la función F(x, y, 0) es derivable tres 
veces respecto al argumento y. Según la fórmula de Taylor, 

“pp 
Fix y y')=F lx, y. DA р) Р„(х, у, +” Ру (х, 0, Qe 
donde q está contenido entre ре у. 
La función 
E(x, Y р. у)= Р(х, y 0) — Р(х, y, PY —р)Р„(х, Y р), 
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luego de sustiuir Р(х, y, 9) por su desarrollo mediante la fór- 
mula de Taylor, toma la forma 


Ey р, з= GA Fert % Фф. 


De aquí se ve que la función Е conserva su signo si Fyw(x, Y, q) 
lo conserva. Al estudiar el extremo débil, la función Fy (х, Y, 9) 
debe conservar su signo para valores de x e y en los puntos сег- 
canos а los puntos de la extremal que se investiga, y para valo- 
res de q próximos а p. Si Fyy(x y, 0) 520 en los puntos de lá 
extremal C, entonces en virtud de la continuidad esta derivada 
segunda conserva su signo en los puntos próximos а la curva ©, 
y para valores de y' próximos a los valores de y' en la curva С. 
De este modo, al estudiar un mínimo débil la condición Е =0 
puede ser sustituida por la Fyy > 0 en la extrema! С; al estudiar 
kn máximo débil, la condición E<0 puede sustituirse por la 
Fye ~ 0 en la curva С. La condición Fyy">0 (6 Fyy < 0) se 
Пата condición de Legendre *). 

Al estudiar un mínimo fuerte la condición Е 2=0 puede susti- 
tulrse por la А, (х, y, 9)==0 en los puntos (х, y) próximos a los 
puntos de la curva C para valores arbitrarios de q. Ёл este caso se 
oe claro está, que el desarroilo mediante la fórmula de 

aylor 


Р(х, y, A —Р)Р,(х, у, AN 
tiene lugar para у’ cualesquiera. А! estudias un máximo fuerte se 


obtiene la condición Fyy(%, y, 9)<0, р las mismas suposi- 
ciones respecto a la región de variación de los argumentos y a la 
validez del desarrollo de la función F (x, y, y”) por la fórmula de 


Taylor. 


Ejemplo 3. Analizar el extremo de la funcional 
эшой={ @?'—#%4, а> 0, y=. y()=0. 
ё 


La ecuación de Euler liene la forma y"+y=0; su solución general es у= 

юв х-_-Сузепх. Ulilizando las condiciones de frontera, se obtiene C, =0 
si a£ kn, donde k es un entero. 

'De este modo, si az Ёл, el extremo se puede alcanzar solo en la recta 

y=0. Si a < a, el haz de extremales у = С sen x con centro en el punto (0, 0) 

forma un campo central. Si а > я, la condición de Jacobi пә se cumple (včase 

la pág. 350). 


*) La condición Eyy >0 (6 Ру < 0) se Пата соп Irecuencia condición 
reforzada de Legendre, y se lama condición de Legendre la desigualdad 
Fyy =0 (6 Fyy <0). 
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$2. Función B(x, y, p. 4) s 


Como Ja función subintegral es derivable Ares veces сып respecto a у para 
y cualesquiera у Fyy=2 >@ рага valores cualesquiera de у, entonces en In 
Tecta y=0, para а < л, hay un mínimo мее. Si se tiene en cuenta la obser- 
vación de la pág. 363, se puede alirmar que рага a> я no hay mínimo en la 
recta 

Ejemplo 4, Analizar el extremo de la funcional 


cto LA а, yO) 
Yy 


sidon 


(véase el problema de la braquistócrona, pág. 311). Las extremales son las 
cicloldes 


x =C; (1 — sen 0) +С 
С, (l — cos 0. 
El haz de cicloides x=C, ((—senf), у= Су (1—сов% con centro en el punto 


Fig. 812 


@, 0) forma un campo central que inchiye la extremal 
х=ай—ай, y=2(1—cos t), 
donde а se delermina de la condición de que la cicloide pase por el segundo 


punto frontera В (11, yy), si x; < 2xa (fig. 8.12, 
Se tiene 


a PA: ИНН 
TEE 


para y cualesquiera. Por consiguiente, para x < 2aa has un mínimo fuerte en 
la cicloide 


х=а(—веп!), y=u (1 cos 1) 
Ejemplo 5. Analizar el extremo de la funcional 


о y de 000—0, gsh 050, вхо 


Este ejemplo fue resuelto en la pág. 367 , pero ahora se puede simplificar el 
estudio en lo que se гейеге a un extremo débil, 
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Las extremales son lineas sectas. El haz y- 


incluye la extremal 2 En la extremal ata la derivada segunda es 
25 


Fuy=50=6L 50 En consecuencia, en la recla у= 5-х hay un minimo 


`x forma un campo central que 


débil. La derivada segunda Fyy-=6y' no mantiene su signo constante para y” 
arbilrarias; por lo tanio, las condiciones suficientes para que haya un ninimo 
Tuerte indicadas más arriba no se cumplen. Sin embargo, de aquí no se puede 
айп concluir que no hay un extremo fuerte. 


$ 


001] 


0 An 


Fig. 8.13 


Ejemplo 0 Analizar el extremo de la funcional 


a 
ewon- ( dx, у@=1, y()=b, a>0, 0<b<1. 
> 


La primera integral de la ecuación de Euler (véase el caso 5 en la pág. 309) 
tiene la furna 


Y ‚2н n, 
ty ŽE =C, o blen ут 4р. 
y y 


extrayendo la raiz cuadrada, separando variables е integrando, se obtiene 


Y= Ca F Ca, que es una amilia de parábolas. De la condición p (071 se 
Kalla C= 1? EI haz de parábolas y=(Cjx+-1) con centro en el Junio 400 
Mene la curva iminante y=0 (ig 8.13). Por el punto A (a, b) pasan 


dos parábolas de este haz. En el arco AB de una de ellas (14) se encuentra el 
unto A* conjugado del A; en el otro (L) по hay puntos conjugados y, pur lo 
fanto, la condición de Jacobi se cumple en el arco La y en este arco de pará- 
bola puede haber un extremo. En un entorno de la extremal estudiada se tiene 


Буу =% >0 para y' arbitrarias; sin embargo, en base a esto no se puede 
y 


aún afirmar que en el arco L, hay un mínimo fuerte, debido а que la función 
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Р(х, у, y)=-L. по puede ser representada ел la forma 
y 


р к PF Ys PESO) Falo к. РР po, Y, 0) 


para valores de y” arbitrarios, уа que la función F (x, y, y”) es discontinua para 
0 =0. Se puede afirmar solamente que en Ly hay un minimo débil, puesto que 
ara valores de y' cercanos в la inclinación del campo en la curva Lg tiene 
ugar dicho desarrollo de la función Р(х, y. y”) por la fórmula de Taylor. Para 
un estudio completo. del extremo de esta funcional es necesario considerar 


función E (6, фр, Y) 
Elx, Y р.и) A. 


Como el factor (2y'-+-p) no mantiene su signo constante para y' arbilrarias, se 
puede afirmar, en virtud de Ja observación de la pág. 367, que ло hay un 
mínimo fuerte en el arco Ly. 

de 19 ¿sora expuesta se generaliza sin cambios sustanciales a las funcionales 
le la forma 


y 


LA (ур) 
E 0) 


Ugo и coo Gal G F (8s Vas Bo з Bue Y Ys оссо Иан 


ES 
Y bd=Y0 и (4) =Y (i=l, 2, e а). 
La función Е tiene la Jorma 


EF bi Vhs Vas о Um Yie Bn eia DAD E (2 Di Vae о o Pir Por -e 


А 
тро Д Шр) Fo, Un э, 


donde p; son las funciones de inclinación del сатро, al cual se |с imponen 


Im Pu Par сз Pude 


ma especial). 


ciertas limitaciones (bajo estas limitaciones el campo se 
к condiciones siguien- 


La condición de Legendre Pyy 220 se sustituye por 


des: 
Р.Р, Pep 
DONA 
Р, ,Ё,, Е,, 
Bo ГИ ДЕ? 


СИ 


В, 
vda 

Las condiciones suficientes de minimo débil se pueden obtener lanto para el 

problema simple como para otros más complejos por otro mélodo, hasado en el 


estudio del signo de la segunda variación, 
El incremento de la funcional en el problema simple se puede reducir, 
mediante la fórmula de Taylor, a la forma siguiente: 


а 
d0= (ғ, ytu РВИ) РО y Расе 


{нудеа Ре алоби a иуда R 
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donde R tiene orden mayor que 2 respeclo a dy y dy”. Al investigar un extremo 
debil бу y öv’ son suficientemente pequeñas, y en este caso el signo del incre 
mento Av se delermina por el signo del lérmino que se halla en el segundo 
miembro y conliene las potencias menores de du у Oy”. En las extremales la 
primera variación será 


{и Рабас 0 


у, por lo tanto, 
segunda variación 


1 signo del incremento Av coincide en general con el de la 
Mo И (F ydg ®Р гб бу | Fory бу?) ах. 


La condición de Legendre conjuntamente соп la de Jacobi son precisamente 
condiciones que aseguran que el signo de la segunda variación sea constante у, 
conjuntamente con esto, sea constante el signo del incremento Ay en el problema 
sobre un extremo débil. 

En efecto, consideremos la integral 


$ la обе 4-20 б) бу y dx, E) 


donde w(x) es una fonenn derivable arbitraria, Esla integral es igual a cero: 
Y lor де | о (о Sy буа | d оби = oa (a) Sut == 0 
(puesto que би], Sy], =). 

Sumando la integral (82) a la segunda variación, se obliene 


Stw =$ UE y hu) bi 2 (E py а) би би + F pgi бу] dx. 


La función w(x} se escoge de modo que la función subintegral se trans- 
forme, salvo un factor, en un cuadrado регіхсіо, Para esto la función wdx) 


debe satisfacer la ecuación 
Ep AP yy OE py o =0. 


torpon la función = clegida de este modo, la segunda variación toma la 
fórna 


w=) уу (ay +1 = ) ds 


гез» 


y, en consecuencia, su signo coincide con el de Куу 
Sin embargo, esta transformación es posible solo bajo la hipótesis de que 
la ecuación diferencial 


Буу (+ Буу) (Ey 9) =0 
tenga una solución derivable w(x) en el segmento (xe, х). 


$ 3, Transformación de las ecuaciones de Euler a lu forma canónica _315 


Transformando esta ecuación a muevas variables mediante lu sustitución 
e. Pop yy р, 
donde u es una nueva función incógnita, se obtiene 
j 4 
(5-де 
que es la ecuación de Jacobi (véase la рај 
Si existe una solucion de csta ecuación que no se amule рага хо < хл. 


es decir, si se cumple Ја condicion de Jacobi, existe, para dichos valores de х, 
una solución continua y derivable 


(уи) =0, 


Ф107 уу Риу E 
de la ecuación 
куу (Руут аг) АРА) 0. 
De este modo, las condiciones de Legendre y de Jacobi aseguran la conslancia 


del signo de la segunda variación v, por consiguiente, son condicions  sulicien 
los de minimo (Руде > 0) o máximo (Куу < бу débil. 


$ 2. TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES DE EULER 
A LA FORMA CANONICA 


El sistema de л ecuaciones de Euler (véase la pág. 312) 
EnF y0 й=1,2,.... п) (6.3) 


se puede sustituir por un sistema de 2n ecuaciones de primer 
orden Haciendo en (8.3) 


Ед= д k=l, 2, п), (8.4) 
se obliene 
ЕЗ6 Ж da (8.5) 


Ahora resolvemos el sistema de ecuaciones (8.4) con respecto a pi 
(para que esta resolución sea posible supondremos que 


YO Yo 9 (86) 


donde 
Oplt, Ya Ф) Op (Yao Yar +0 +1 Yo Ur Gor An 
y sustiluimos (8.6) en (8.5). Enlonces se obtiene un sistema de 21 
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ecuaciones de primer orden en la forma normal: 


Po (к, ж 9). 
des _ [ӘР 67 
e 


Aquí y en lo sucesivo las llaves indican que en los paréntesis 
se ha sustituido у, por є, (х, Ys Qab- 
Mediante la función 


H(X, Yn 90-309. (7 


el sistema (8.7) puede escribirse en la forma canónica: 


дн 
КЫ | 6=1, 2, ..., п). (8.8) 
в; б 


Obsérvese que si la función (и. pa «кее ge A) 
no depende en forma explícita de x, el sistema (8.8) tiene la pri- 
mera integral H=C. En efecto, en este caso 


H= $ og —tPl 


tampoco contiene a x en forma explicita y, en consecuencia, 


Mediante las ecuaciones (8.8) se obtiene 
Lo, H=C 


a lo largo de las curvas integrales del sistema (8.8). 
Para el problema simple esta primera integral ya fue obtenida 
en la pág. 310 . 


Ejemplo 1. Ley de la conservación de la energia. La 
función 


para la funcional 
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donde se mantienen las notaciones del ejemplo | de la pág. 327 (T es la ener- 
gía cinética del sistema de puntos materiales, U, la energía potencial), ЧЧепе 
la forma siguiente: 
EN SA 
que es la energía total del sistema Apliquemos el principio de la acción esta» 
cionaria. Si la energia potencial U no depende en forma explicita de f, es. 
decir, si el sistema es conservativo, entonces las ecuaciones de Euler para la 
„ 


funcional {тоа bienen la primera integral H=C, T+U=C, 


i 
De este modo, la energia total de шп sistema conservalivo permanece 
constante durante el movimiento, 


La integración del sistema canónico (8.8) es equivalente a la 
integración de la ecuación diferencial en derivadas parciales 
а EN 
EHH (x, б» $) =0 (8.9 
donde 


H (s, un ÈE) TA ф. 8...8). 


La ecuación (8.9) se llama ecuación de Hamilton-Jacobi. 
Si se conoce una familia monoparamėirica de sus soluciones 


v(X, ys a), entonces se conoce también la primera integral Po 
del sistema (8.8); В es una constante arbitraria. En efecto, 


A (dy оо y дт ду доҹ ды дн 
¿at 810 
Derivando la identidad 


а.а =-н( on а. а) respecto а а, 
se obtiene 


611) 


y, sustituyendo (8.11) en (8.10), se obtiene que el segundo miembro 
de (8.10) es idénticamente nulo. De este modo, 


de donde 
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Por lo tanto, si se conoce la integral total de la ecuación de 
Hamilton-Jacobi 
Omoti Ye Ya iia ӨЙ ak 


se conocen también л primeras integrales del sistema (8.8): 


bh @=1,2,.... пу 8.12) 


Si el jacobiano del sistema (8.12) es diferente de сего, 


T (90, 


entonces el sistema (8.12) determina y, como funciones de los demás 

argumentos: 

=ш(х, My, Up ..., 9, Pio Ва .... Ba) (8.13) 
(0-1,9, n). 

Con eslo se obtiene una familia de extremales que depende de 


2n parámetros. Se puede demostrar que (8.13) es la solución general 
del sistema de ecuaciones de Euler, y las funciones 


YX. ар...  , > Ba) 


ТРИ 
ик. 


% @-1,2.....л) 


son la solución general del sistema (8.8). 


Ejemplo. Hallur ln ecuación de las 
en la cual el elemento de longitud de поа 


9—1) ОА 4 de, 
es decir, hallar las extremules de la inncional 


ах geodésicos en шпа superficie 
тта бте 1з forma 


з= УЫТ Л TH 


a норе неа 
«ут RON 


entonces la ecuación de Hamilton-Jacobi tiene la forma 


(+ (roto Wh 
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о bien ‚з sia 
a 0=0=¡ 5) > 
Рага las ecuaciones de este (ра (ecuaciones con variables separadas), 
a. Y) о, (| a 
.(® E) о, (1.3). 
se halla fácilmente una primera mtegral. Haciendo 


(Elo (деа у p 


о bien 

к=н= 
y 

уат, 
se hallu 


o= | VE Fadet S VRay: 


por consiguiente, la ecuación de Jas lineas geodésicos 25-и tiene en este caso 
la forma 


bd 
ala 


Observación. Se puede llegar también а la ccuación de 
Hamilton-Jacobi partiendo de otras consideraciones. Tomemos un 
no nal de extremales con centro en el punto A (Xo, yu) рага 
la funcional 


y 
ИШТЕ -È ке, y, y ddx. 
E 


En las extremales del campo la funcional о [y (x)] se transforma 
en una función v(x, y) de las coordenadas del segundo punto fron- 
tera B(x, y). Como fue indicado en la pág. 377 , 

я —H (x. y, 9, Z- de 
Eliminando q, se obtiene 


de &` 
F -h (a v B): 
De este modo, la función v(x, y) es solución de la ecuación de 


Hamilton-Jacobi. Para la funcional 
Я 


б Р(х, Yu шь ooo Da Yo es -e-s Шах 


tambien son válidos razonamientos completamente análogos. 
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 8 
Analizar los extremos de las funcionales: 


2 
1. owes | ertsd у@=1: yo. 
3 


2. vlyt 0 (y?+249— 169) de a>0: y(0)-=0, y(o)=0, 
è 


А 
з. о(0001= [y а) ая; yD p= 
E 


2 

A еше {и чуак уй)=%; у@=5. 
i 
2 

B огой {ину а: yy Ol 
A 


а 


T 

вои (aytasan ym y($)=0 
è 
А 


т. vig O= | оа) de, уй)=1; g) =8. 
i 
1 


8. or furtas 09-5: уйре. 


z 
1 


Гаа omo (7) 
1 ewone (ў: 00)=0; иба): >: и>. 
ha | 
mm й v0)=0 иб). >o һ>0. 
ёа 
12. ою) ўга giel; 0) 4. 
А 
18, ои (010 оху) а; 009—0: у(з)=б. 
р 


2 
ч. эе бд1= 0007—21 y(0)=0, y=, 


CAPITULO 9 


Problemas variacionales sobre 
un extremo condicionado 


$5 1. ENLACES DEL TIPO ф(х, Yi, Yas ..., Y) =0 


Se llaman problemas variacionales sobre un extremo condicio- 
nado a los problemas en los que se pide hallar el extremo de una 
funcional о, y a las funciones de las cuales depende la funcional v 
se le imponen ciertos enlaces. Por ejemplo, se pide investigar el 
extremo de la funcional 


A 
Dl Ya seer Wal = S FO, Yu Bar eoor Yun Wis Yin sens Ya) dee 
bajo las condiciones 


Фб Ye Lo + Y =0 01, 2, 


Recordemos cómo se resuelve un problema análogo al estudiar 
el extremo de la función z=f(%;. Xy ..., %,) con los enlaces 


Pillo Xa о 0 (628,2 0. m т<). 
El camino más natural es resolver el sistema 
Pillu Xp ео )=0 (51, 2, ..., т), 


әт т< п). 


cuyas ecuaciones consideraremos independientes, respecto а algu- 
nas m variables, por ejemplo, respecto а лү, Xg ..., хы 

A (Kaso Хане еә АЙ 
xd 


ia Claras Xmen +}, Xah 


‚ х„ halladas еп ху, x, 
а... X,) se transforma € 
O (tmir Zasa ..-, Xa) de sólo n— in variables Xapi, Xmas 0002 Lp 
las cuales son ya independientes: por lo lanto, el problema queda 
reducido al estudio del extremo incondicional de la función Ф. Por 
este método, claro está, también se puede resolver el probiema 
variacional planteado más arriba. Resolviendo el sistema ф(х, y. 


Y sustituir las ху, xo, 
tonces la función f(x, 
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s Hn) =O (1, 2, ..., л) con respecto а Yi Yo ---: Ya 
(0 a algunas otras m fun y) y sustituyendo sus expresiones 
en д [Yi, Ya» -- -» Ya), se obtiene una funcional W (0,1, Yw- 
que depende sólo de n—m argumentos ya independientes; 
tanto, a la funcional W se le pueden aplicar los métodos expuestos 
en el $ 3 del capítulo 6. Sin embargo, tanto para las funciones 
como para las funcionales con frecuencia es más cómodo otro método 
de resolución, llamado método de los factores indeterminados, el 
cual conserva una equivalencia completa entre las variables, Como 
es sabido, enel estudio del extremo de la función z =f (ху, Xa, +++ х„) 
соп los enlaces ху, Xa cse л) 0 (7 +1, 2, ..., т), este mê- 
todo consisle en formar la nueva función auxiliar 


+ $), 


donde A, son сїегіо factores constantes; después, se estudia el extremo 
incondicional de la función 2*, es decir, se escribe el sistema de 


ecuaciones Ж =0 (j «1, 2,..., л), completado con las ecuaciones 
de los entades ф,=0 (i=l, 2, ..., т), del cual se determinan 
lodas las 'n im incógnitas Xi Xa, 000» Xa Y das has 0001 Am El 
pa sobre un extremo condicional para las funcionales lam- 
ién puede ser resuello cn forma complelamente análoga; más 
precisamente: si 


ue Р(х, д. дь oeeo Uns Ye Dar sees Шах 


бо Ys Ya «++» 9) 00 (021, 2, 2... т), 
entonces se forma la funcional 


ere Ў) а о bien o* = {Рд 
о = Š 


donde 
Parq д ме 


para la cual se estudia ahora el extremo incondicional, es decir, 
se resuelve el sistema de ecuaciones de Euler 


FEF =D 0=1, 2... 0). 
completado con las ecuaciones de los enlaces (2.1) 
q=0 (i=l, 2, .... т). 
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El número m+n de ecuaciones es, en general, suficiente para de- 
terminar las m+n funciones incógnitas Y, Yi ..., Y Y А, 
+++ Ras las condiciones de frontera y(x) = yp C y bay 
(гет, п) — 1аѕ cuales по deben ser contradictorias con las 
ecuaciones de los enlaces— permiten, en general, determinar tas 2л 
constantes arbitrarias en la solución general del sistema de ecuacio- 
nes de Euler, 

Es evidente que las curvas halladas por este método, en las 
que la funcional v* tiene un mínimo o un máximo, serán también 
soluciones dei problema variacionai inicial. En efecto, рага las 
funciones halladas del sistema (9.1) 


мб) @=1,2,...‚, туешу, 2... п) 
todas 1азф=0 


у. por consiguiente, о®:.о, Además, si рага у,=у,(х) (}т1, 
2, ..., n) determinadas del sistema (9.1) se alcanza un extremo 
incondicional de la funcional v*, es decir, un extremo con respecto 
a todas las curvas cercanas — tanto las que satisfagan las ecuacio- 
nes de los enlaces como Jas que no las satisfagan — entonces, en 
particular, se alcanza un extremo con respecto a la clase más res- 
tringida de las curyas que satisfacen las ecuaciones de los enlaces. 

Sin embargo, de este razonamiento no se deduce de ningún modo 
que todas las soluciones del problema original sobre un extremo 
condicional darán un extremo incondicional de la funcional v* y, 
en consecuencia, falta aclarar si por este método pueden ser halladas 
todas tas soluciones. Nos limitaremos a la demostración de una 
afirmación más débil. 


Teorema. Las funciones уу, Yy, ..., Y, que realizan un extremo 
de la funcional 
v= f Fee, Yu о Ym D 


ә Yaddx 


con las condiciones 
DAL Yis Yar sees 1 )=0 (i=l, 2, ..., т; m< n) 
satisfacen, con una elección adecuada de los factores (х) ({=1, 
m), las ecuaciones de Euler para la funcional 


2, 


„ А X. S 
= (+ 200 Jdx= | F* dx. 
aA bap # ЕЛ 
Las funciones 2, (х) e y,(x) se determinan de las ecuaciones de Euler 


Aro (j=l, 2., пу 


nT 
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y 
qi=0 @=1.2,..., лд. 


Las ecuaciones фу = 0 también se pueden considerar ecuaciones de 
Euler para la funcional v*, si se consideran como argumentos de 


ésta no sólo las funciones д, ye =>.» Y. Sino también А, (х), 
Da (X), +. +» An (x). Se supone que las ecuaciones q, (х, Yy, Ye, » ==» Y) =0 
(1, 2, ..., m) son independientes, es decir, que uno de los 


jacoblanos de orden m es diferente de cero, por ejemplo 
Афу. da -s Фа) 
DUn Yo Ya) 


Demostración. La condición fundamental de extremo бо =0 
toma en este caso la forma 


+0. 


La 
{го 


Integrando por partes los segundos sumandos de cada paréntesis y 
tomando en cuenta que 


(60) = бу y (60), = 0; (биде. =0, 


An 
ы 4 

JE (Pn Er; indo. 

Ea 
Como las funciones yy, Ya, +++» Y, están sometidas а los m enla- 
ces independientes 

uba Y Ya Y)=0 =l, 2, 

las variaciones бу, no son arbitrarias. por lo que aún no se puede 
aplicar el lema fundamental. Las variaciones 6y, deben satisfacer 


las condiciones siguientes, que se obtienen variando las ecuaciones 
de los enlaces q,=0: 


se obtiene 


т), 


ayso ((=1,2, ..., m") 


*) Más exactamente. aplicando la fórmula de Taylor a la diferencia 
и, би, -es Pat Вун) — q, (0 Yue + +++ Ya) 


entre los primeros miembros de las ecuaciones ф(х, уу-+- ду. -+s Yu + бул) =0 
Y фб, Yi +-+ Un)=0, habria que escribir 


Ў += 
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y. en consecuencia, sólo n—m variaciones бу, se pueden conside- 
таг arbitrarias, por ejemplo, бу, бунар... бу Y las demás 
se determinan de las ecuaciones oblenidas, 

Multiplicando miembro a miembro cada una de estas ecuacio- 
nes por 2,(дах e integrando desde ху hasta ху, se obtiene 


Pro Poy armo E 1) 
5% mi id 


Sumando miembro a miembro estas m ecuaciones, а las cuales satis- 
facen las variaciones admisibles бу, у la ecuación 


{ў (E. Б Ey) Byjdx=0, 


ы 


PE ‚©, давад 
PEA a 


ыт 


o bien, si se introduce la notación 


tendremos 


Fa Е+}, Мой 
se tendrá 


чл 
ye _ 4 ре, 

\(в-ал)ше-е. 

ы 
Aquí tampoco se puede aún aplicar el lema fundamental, puesto 
que las variaciones 6y, no son arbitrarias. Tomemos m factores 
лой, А (х), .... А) de modo que satisfagan las m ecuaciones 

>. Aa ahi 
Руди 20 y=1, 2, .... m), 

о bien 


ӘР, адв E S. ч 
ta 0 ц=1,2,...‚ т) 


Estas ecuaciones forman un sistema lineal con respecto a A, cuyo 


donde las В, ienen ordeu mayor, que 1 respecto a у=, 2 с m) Sin 
embargo, como es fácil comprobar, los términos R; no influyen sustancialmente 
en los razonamientos ulteriores, puesto que al calcular lo variación de la fum 
gona! то interesan sólo lus términos de primer orden respecto a Sy, (J=1, 
OS 
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determinante es diferente de cero, 


О» Pa Ma) p 
Digi Un +0. Ya) 


por consiguiente, este sistema posee solución 
Miah AO, „(х) 
Con las А), Atx), ..., ha(x) escogidas de este modo, la con- 
dición fundamental de extremo 
У (8-2 Fy Jóuydx=0 


ЖЕП 


0; 


toma la forma 

EENIA 2; 
Сото para las funciones yy, Ys, .... Y, que realizan el extremo 
de la funcional о esta ecuación funcional se reduce a una identidad 
ahora para бу, cualesquiera ( =m+1, m-+2. ..., п), ya se puede 
aplicar el lema fundamental. Anulando sucesivamente todas las бу, 
excepto una y aplicando el lema, se obtiene 


€ к, 
=i fu=0 Ч=т+!, m+?, ..., п) 
Tomando en cuenta las ecuaciones 


r р В 

0 j=l 2... т) 

obtenidas más arriba, se obtiene, en definitiva, que las funciones 
que realizan un extremo condicional de la funcional v y los factores 
А, (ж) deben satisfacer el sistema de ecuaciones 


©— 

QA, Ya 
Ejemplo 1, Hallar la distancia más corta entre dos puntos 4 ны gy, 2u) 
uperficie ф (x, y, 2) ==0 (véase el problema de las lineas 


y B(s, yn 2) en 
а е “LD atrai ela dos poetas en na SORA М свие 
тпа, como es sabido, por la fórmula 


Ej=0 j=l, 2 0 
00-0 (i=l, 2 


т). 


РЯ 
Vd. 


En esle caso hay que hallar el minimo de £ con la condición ф(х, y, 2)=0. 


$ 1. Enlaces del tipo Q(x. ш 


Segun lo expuesto, se tomia la funcional auxiliar 
ТЕТЯ 
y se escribe рага ésta las ecuaciones de Euler 
EA” 
лоч 0, 
DMA A 
A К 
YT 
y y 20 
De estas tres ecuaciones se determinan las iunciones buscadas 
Шу y 29200). 
en las cuales puede haber ип tutarmo condicional de la Tuncional v, y el factor А (х). 
Ejemplo 2 aplicando el principio de Ostrogradskl-Hamillon 
pias la pág. 327), 1 aviones de movimiento de un sistema de puntos ma 
feriales de masa my (2 = 1, 2. .., л) con coordenadas (ty (8 10 bajo la noción 
de fuerzas que tienen la función de fuerza— U, con los enlaces 
Чу, хө да, a Zm io Pes сз Yme Es бө с ён) O 
Gba da т) 
La integral de Ostrogradshi-Hamilton 


Mo 


om l Ta 
Liene en este vaso la forma 
i е Е Emisie] ш. 
y la funcional auxillar goe 
“-\ [Enese Eos] “ 


a [гп 
Las evuaciones de movimiento serán las ecuaciones de Euler paro la [uncional ие, 
éstas tendrán la forma siguiente: 


20 у н?н 
тї, = -tu o 


la 


A д) 
mi “E Зу? 


[2] 

CEE- PA 

mt = -mth маг 
б... 


13" 
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$ 2, ENLACES DEL TIPO 


UE, Yis Yao or Yar Yir Yas ++ Y) =0 


En el parágralo anterior hemos considerado el problema del 
estudio del extremo de la funcional 


v= { EN, Yu Жиде ir Yard 


ЕДЫ Ч=!.2,...,п} 
con los enlaces finitos 

GAL Yu Yo -+e d0 ({=1,2,....т). (9.2) 
Supongamos ahura que las ecuaciones de los enlaces son ecuaciones 
diferenciales 

Palt Yo Ya -er Ym Y Yo RO (1,2, 0 m) 

En la mecánica los enlaces de este tipo se llaman по kolónu- 
mos, y los del tipo (9.2), holónomos. 

En este caso también se puede demostrar la regla de los fac- 
tores, que consiste en que el extremo condicional de la funcional v 
se alcanza en las mismas curvas que realizan el extremo incomdi- 
cional de la funcional 


е а y 
“= E Erwe] dx= | Prax, 
alo m К 


donde 
Po FE 


ta 

Sin embargo, la demostración se complica mucho en compa- 
ración con el caso de los enlaces finitos 

Si, en cambio, nos limitamos a la demostración de la afir- 
mación más débil sobre que las curvas en las cuales se alcanza 
un extremo condiciona! de la funcional о son, bajo una elección 
adecuada de А, (х), extremales para la funcional v*, entonces la 
demostración expuesta en el parágrafo anterior puede ser repetida 
con cambios insignificantes para el caso considerado. 


En efecto, supongamos que uno de los determinantes funcionales de urden m 
es diferente de cero, por ejemplo, 


Esto asegura la independencia de los enlaces. 


$ 2. Enlaces del tipo plz, т. y)=0 a 


Resolviendo los ecuaciones ф(х, si, Ya 000 Ym Ys Yy o 01) 0 соп 
respecta а у, Yg а, Yi lo cual es posible en virtud de que 


se obtiene узру (х, Yu Ya <> r Yar Wap аа -= Ya) ((=1,2,. +1 т), Si se 
considera que Yarı Yatı 0-0» Va Son funciones dadas еп forma arbitraria, 
entonces de este sistema de ecuaciones diferenciales se determinan yy, Коз 
De este modo, узу, Vmin -n фк зой funciones derivables arbitrarias соп 
valores frontera fijes y, por lo tanito, sus variaciones son arbitrarias en el mismo 
sentido, 

Ses Yn, уз... yn un sistema odmisible arbitrario de funciones que satis- 
face Las Бон Ой dez aeea delos enlaces. Varios ls taciones 


de los enlaces 
ушм, + ўа ыо 0-02...) 


m tl 


Mulliplicando miembro a miembro cada ecuación obtenida por un factor A; (s) 
por ahora indeterminado е integrando desde za hasta xi, se obllene 


fa, уу tac [ro E el а=0, 


т аҹ 


integrando por partes cada sumando de la segunda РАВ y tomando en cuenta 
que бу, = (бу)' y (буу), = (дуу), =x, 0. tendremos 


PE fro (a eel A =) | = ГЛ 


) рэ 


De la condición necesaria fundamental de extremo äv=0 se obtiene 


SE (hr) byyde=0, өл) 
puesto que 
OS 
ыт ып 


Sumando miembro a miembro todas las ecuaciones (9.3) y la (9.4) e introduciendo 


*) En este caso, al igual que en la pág. 384, habria que incluir en los pri- 
meras miembros de las ecuaciones sumendos que contengan términos de orden 
mayor que 1 respecto a буу y By; (}=1, 2, ..., л); además, aquí es ya mucho 
más complicado tomar en cuenta la influencia de estos términos no lineales. 
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la падп F*=F+ Y) А (2) qu, se tendrá 
E 


y) мап 05 

Le 
Como las varinciones буу [= 1, 2 .... л) no son arbitrarlas, aún no se puede 
'aplicar. lema МДИ, Тимир И бшка М de lado с, Na let de 


modo que satisfazan las ecuaciones 


$) se escriben estas ecuaciones en forma deserrollada, se ve que son un sisterna 
de ecuaciones diferenciales lineales con respecto а 


Мм) y = (i=l, 2, mM, 


la cual posee, bajo las hipolesis tomadas, la solución 2 (x), А, 


ue depende de m constantes arbitrarias, Con las Ay (х). As (х). 
le este ¡modo, la ecuación (9.5) se reduce a la Torma 


\ Ss (к, к) а-о 


Жел 


А, Аи (0) 
к, с) elegidas 


sam) son yu arbllrarias y, por 


donde las variaciones буу Imma l тр, o 
0: =0, excepto alguna, буу, у арі 


consiguiente, haciendo {odas las variaciones 
cando el lema fundamental, se obtiene 


E 


De este modo, las lunciones у (х), pa (х), .. 
condicional de la. funcional. wy los. factores Ay (2) да 0), 
satisfacer el sistema de п-т ecuaciones: 


EFps0 (em ma т. 


+ (x) que realizan un extremo 
Am (x) deben 


ГД 


y 
qi=0 Um 2 m), 


es decir, deben satistacer las ecuaciones de Euler para la funcional auxiliar 0%, 
que se considera como funcional que deperde de a-+7 funciones 


Yi Ya saes Yue Anr hi osaa Ха 


§ 3. PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS 


Se llaman problemas isoperimétricos, en el sentido restringido 
de esta palabra, a los problemas sobre la determinación de una 
figura geométrica de superficie máxima con perímetro dado, 

Entre estos problemas extremales, estudiados aún en la Grecia 
antigua, había también problemas variacionales, por ejemplo, el 


$ 2. Entaces del tipo Фіх, yi эл 


problema citado en la pág. 289 de la determinación de una curva 
cerrada de longitud dada que delimite una superficie máxima ”). 
Dando la curva en forma parametrica, х= х(0), y= 000), se puede 
formular este problema así: hallar el máximo de la funcional 


s= fuat ( 


con la condición de que la funcional 


ИТЕЛ 


se mantenga constante; 


1 


А 
укш 
[A 


De este modo, se liene aqui un problema variacional sobre un 
extremo condicional, con una condición peculiar: la integral 


h 


9 -| 04 se mantiene constante. 


En la actualidad se llaman problemas isoperimétricos a una 
clase mucho más general de problemas, más precisamente, a todos 
los problemas variacionales en los cuales se pide hallar el extremo 
de la funcional 


A A 
con las llamadas condiciones isoperimétricas 


Y Eits ths о о adde = 
` (i=1,2, 


donde las 1, son constantes; m puede ser mayor, menor o igual 
a п, y también a problemas análogos para funcionales más com- 
plejas yji 

Los problemas isoperimétricos pueden ser reducidos a proble- 
mas sobre un ех\гето condicional, considerados еп el parágrafo 


т), 


*) Aunque la solución de este prublema era conocida ya en in Grecia antigua, 
su caracter variacional peculiar fue comprendido solamente a fines del siglo ХУП. 
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anterior, por medio de la introducción de nuevas funciones desco- 
nocidas Denotemos 
f Parez) и=1,2,...т) 


de donde z;(x,)=0. y de la condición | F;dx = 4, se tienez, (x)= ly 
Derivando 2, con respecto a x, tendremos 


ИЕЫ) 
{= т) 


Соп esto los enlaces integrales isoperimétricos  Р,фх==1, han sido 
sustituidos por enlaces diferenciales: ш 


i= Р(х, Yas Yas + йы Yi Yis ve Yad 
«=!.2, т\ 


у, en consecuencia, el problema se redujo al considerado еп el 
parágrafo anterior 
Aplicando la regla de los factores, еп lugar de investigar el 
ч 


extremo condicional de la funcional v= f Рах con los enlaces 


F,-2=0 01,2, 
dicional de la funci 


‚ту, se puede investigar el extremo incon- 


=f [r+ Ya r=] dx= | Рах. 
21 
donde ` 7 


г РЎ ОКР, 2) 


Las ecuaciones de Euler para la funcional о" tienen la forma 
Га) (= 1.2, ..., п), 
Е ДР0=0 @=1,%,...ту 


о bien 


EA А ғ.) =0 


im 
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и=1.2,...,п), 


ad, * 
ni0 @=1,2,....т). 
De las últimas т ecuaciones зе obliene que todas las A, son 
constantes, y las primeras n ecuaciones coinciden con las ecuaciones 
de Euler para la funcional 


w= (ела) 


De este modo, se obtiene la siguiente regla: рага obtener la 

condición necesaria fundamental en el problema isoperimétrico sobre 
а 

la determinación del extremo de la funcional v= f Fdx соп los 
& 


enlaces i Fdx=!, ((=1,2,....m) hay que formar la iuncional 
ho 


auxiliar 
ye Sí P+ Ear) 
i ш 


donde las A, son constanten escribir sus ecuaciones de Euler. 

Las constantes arbitrarias Су, Cy, ..., С„ de la solución general 
del sistema de ecuaciones de Euler y las constantes Ay. Ay» <. es Ay 
se determinan de las condiciones de frontera 


0/0) = Ую vyn 1, 2,0. 0) 
y de las condiciones isoperimétricas 


Р 
{а= и-1,2.... т 


El sistema de ecuaciones de Euler para la funcional v** по 
varía si 0#* se multiplica por cierto factor constante pa y, por lo 
tanto, se representa en la forma 


=} Ўша 


ышт 


Boe” 


donde se han introducido las notaciones Р, Ё. ри Ао. {= 
=1,....m. Ahora todas las funciones F, figuran еп forma si- 
métrica; por esto, las exlremales del problema variacional inicial 
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y del problema de hallar el extremo de la funcional | F¿dx con 
las condiciones isoperimétricas С 


\л,4х-1, 0=0,1,2,. 


coinciden рага cualquier s (s=0, 1, 
Esta propiedad se llama principio de reciprocidad. Por ejemplo, 
el problema del máximo del área de una superficie delimitada por 
una curva cerrada de longitud dada y el del mínimo de la longi- 
tud de шпа curva cerrada que 
delimita una superficie de área 
dada son reciprocos y tienen ex- 
tremales comunes. 


уш) 


Ejemplo ! Hallar ta curva 
yy Co, de longilud Г dada paro la 
cual el área S del trapecio ¡neo 
CABD representado en la fig. 9.1 sea 
máxima. 

Se investiga el extremo de la fun- 
cional 


S= f yds, Y (0) = Yo» 
Fig 91 ù 


ша) = con la condición isoperimétrica 


Тутта 


Primero se forma la funciona! auxiliar 
se. =f WAV TF ах 


Como la función subintegral no vontiene a х, la ecuación de Euler рага S** 
Кепе la primera integral F—y'F = С, ù, en este caso, 


de donde 


Introduzcamos un parámetro £ haciendo w= tę £, entonces se obtiene 
2.0051; 


„#—б, 
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Asen tdi 
ER 
x= ѕепі +С 
De este modo, la ecunción de "as extremales еп forma paramétrica es: 
С, = А еп і, 

у С m —A cost, 


o bien, excluyendo £, se obtiene (а „Су-00 Сц =, que es una familia de 
vircunferencias. Las constantes C,. С. y A se determinan de las condi 
4 
ио обим y {Ира 
Ejemplo 2. Hallar la curva АВ de longitud dada i que delimite con- 


juntamente con una curva dada у =/ (x) е} área máxima de la superficie som- 
breada en la fig 90. 


ý \ 
е ү y в 
а y Hlz) 4 
Ў _— Г) ot 


Pig. 92 Fig. 93 


Hay que deleruinar el extremo de la funcional 


xt, de donde dE =h cost dt; 


5 {иа 
x 


убыв y= 
соп la condición 


Se forma la funcional auxiliar 
5б шоо HAV TED) de 


La ecuación de Euler para esta funcional по se diferencia de la ecuación de 
Enter Ше problema anterior, por consiguiente, en es problema dado el máximo 
se puede alcanzar sólo en los arcos de circunferencia. 
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Ejemplo 3 Hallar la forma de una cuerda absolutamente ilexible, 
prescinde y homogénea de longitud /, que está colgada de los puntos A y B 
ЖЕЗ 
We Somo el centro de gravedad en la posición de equilibrio debe ocupar la posi 
ción mas baja, el problema se reduce a hallar el minimo del momento estático 
Р соп respeclo al eje Ox, que supondremos dirigido horizontalmente. Se investiga 


el extremo de la functional A ТУЕ? dx cou la condición ПА ГЕУ?! 
Se forma le funcional auxiliar z 
РА 
Ре) +h y Туа, 
á 


para la cual la ecuación de Euler tene la primera integral 
E-yF,=C 
о, en este caso, Mya 
узу" 
» a! Cp 
@+%»УТ+у? Гас аа 


de donde y+A=C, ИТЕУ. Introduzcamos un parámetro, haciendo y'=sh £; 
Аан ME dy 
ное УТ е уфа cht: =з; de GC pal; r= 


a 
= си+-б„, о Меп, eliminando f, уув 772, que es una familia de 
catenarias. 


La regla de resolución de problemas isoperimétricos indicada 
más arriba se generaliza a funcionales más complejas 

Citemos otro problema de extremo condicional: el problema 
sobre la regulación óptima. Consideremos Ja ecuación diferencial 


SOTO) (9.5) 


con condición inicial х(!)== xp 

Esta ecuación contiene, además de la función (escalar o veclo- 
ral) incógnita x(1), la llamada función reguladora u(1) (escalar о 
vectorial) La función reguladora (1) debe ser escogida de modo 
que la funcional dada 


=} коа, пуй 
А 


tenga un extremo. 

La función 27) que da la solución del problema planteado se 
Пата función óptima. o regulación óplima. 

Esle problema se puede considerar como un problema sobre un 
extremo condicional de la funcional v con enlaces diferenciales (9 6). 
Sin embargo, en los problemas prácticos las funciones óptimas se 
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hallan con frecuencia en la frontera del conjunto de funciones 
raguladoras admisibles (por ejemplo, si la función reguladora es 
la potencia conectada de Jos motores, es evidente que ésta está 
acotada por la potencia máxima de los motores, y en las soluciones 
de los problemas óptimos con frecuencia hay que conectar los motores 
en toda su potencia por lo menos en ciertos intervalos). 

Si la función óptima pertenece a la frontera del conjunto de 
las funciones reguladoras admisibles, no se puede aplicar la teoría 
expuesta más arriba de los problemas sobre un extremo condicional, 
la cual presupone la posibilidad de variaciones bilaterales. 

Por esto, para resolver los problemas de la regulación óptima 
se aplican por lo general otros métodos, desarrollados рог L. 5. 
Pontriaguin у R. Bellman. 


Ejemplo. Determinar la función reguladora u (0) en el sistema de ecua- 
ciones diferenciales 


gan Зои ss e tienpo өл 


que describe el movimiento de un punto en el plano con coordenadas х y v de 
modo que el punto А (xo. vs) se desplace al punto B(0, 0) en tiempo mínimo, 


además, |й]«&1 (como u=- , se puede considerar que и ев la fuerza que 
actúa sobre un punta de masa igual a la unidad) 


v 


Fig 94 Fig. 95 


La función reguladora и (£) es continua a trozos. Para simplificar los razo- 
namientos supongamos que no tiene més de un punto de discontinuidad; sin 
embargo, el resultado delimlivo es válido también sin esta hipótesis. 

Es vasi vigente que u= £ 1 en los trayectorias optimas, pueso que para 


dx 
estos valores H 


slcuncan los valores máximos y, en consecuencia, el 


punto se mueve con velocidad máxima. Haciendo u=1 en (9.7), se obtiene 


4 С.С, 
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о bien eé=2(x—C), y anblogemente para и= —1, 
5, 
7 
En las figs. 9,4 y 9.5 están representadas estas familias de parábolas. y las 


flechas indican el sentido del movimiento al aumentar £ Si el punto A ixu. ш) 
eslä en los arcos de las parábolas 


з= С х= СИС. = —2 tx C) 


«=—VX o bien v=Y 198) 


que pasan por el origen de coordenadas (1с. 9.6), entonces la trayectoria opli- 
mal es el arco de una de estas parábolas que une el punto А con el B. Si, en 

cambio, el punto А no pertenece a eslas 
parábolas, la trayectoria optimal será el 
arco de parábola AC que posa por сі 
punlo A y el arco СВ de uns de las 
parábolas (9.8) (véase la fig, 9.6, donde se 
muestran dos posiciones posibles de los 
puntos А у C). 

En este problema el tiempo Г inver- 
tido en el movimiento del punto desde la 
posición A hasta la B es una funcional 
que se delermina de la primera de las 
ecuaciones (9.7), lo segunda ecuacion de 
Fig. 05 (9.7) puede considerarse como la ecua 

Eas ción de un enlace. Sin embargo, seria 

dificulloso aplicar в este problema los 

métodos clásicos, de resolución expuestos más arriba, puesto que la regula- 

ción óptima pertenece a la frontera de la región |u [<< 1 de las regulaciones 

admisibles, y no son posibles aqui las variaciones bilaterales; además, la «ої. 
ción se busca en la clase de funciones reguladoras continuas o trozos 

Estas dos circunstancias son muy características рага la mayoría de los 
problemas prácticos de regulación óptima. 


EJERCICIOS DEL CAPITULO 9 


' 
1. Hallar las extrerunles del problema isuperimetrico v ly (= f ш ааах 
і 


i 
con la condición {иа-2, #@=0; yl) =0 
è 


2. Hallar las lineas geodèsicas del ciliudro circular =R. 
. Indicación. Es cómodo buscar la solución en coordenadas cilindri- 
cas r, p z 
3. Hallar Ias extremales del problema isoperimétrico 


obten 


ухах con la condición {иаа 
А 


donde а ез una constante. 
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4, Escribir la ecuación diferencial de las extremales del problema isope- 
rimétrico sobre el extreso de la funciona! 


коо = lo to y q (a) 4 de 


5 


соп la condición 87 000) ==0; у(х 0. 


è 
5. Hallar la extremal del problema isoperimétrico sobre el extremo de la 
funcional 
1 
ош), зане yaa —з@ 


1 


сон la condición f Way 21) dx m2; y (0)=0 2 (0380; y = 1; 2(1)=1 
ё 


CAPITULO 10 


Métodos directos en 
los problemas variacionales 


$ | METODOS DIRECTOS 


Las ecuaciones diferenciales de los problemas variacionales se 
integran en forma finita sólo en casos excepcionales. Por 
esto surge naturalmente la necesidad de obtener otros métodos de 
resolución de estos problemas. La idea fundamental de los llamados 
métodos directos consiste en que el problema variacional se consi- 
dera como límite para cierto problema sobre el extremo de una 
función de un número finito de variables Este último problema 
se resuelve por los métodos comunes, y luego se obtiene, mediante 
< грр al límite, la solución del problema variacional correspon- 

ente, 

La funcional o [y(x)] se puede considerar como una función de 
infinito número de variables Esta afirmación se hace completa- 
mente evidente si se supone que las funciones admisibles pueden 
ser desarrolladas en series de potencias 


у(х) = а, і AX RAN ... A i 


о еп series de Fourier: 
A 
кой) =- +) (a, cos nxb, sen nx) 
Е) 
о, en general, еп algunas series del tipo 


s= аф), 
donde өр, (х) son funciones dadas. Para determinar la función y(x) 


que se puede representar en forma de la serie y(x)= Y а, (x). 
¡e 


es suficiente dar los valores de todos los coeficientes a, y, en con- 
secuencia, el valor de la funcional v[y(*)] se determina en este 
caso fijando la sucesión infinita de números Ay, G, а, ..., Gy, -> o, 
es decir, la funcional es una función de un conjunto infinito de 
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variables; 
000] =P Lo, Uy... а„...) 


En consecuencia, la diferencia entre dos problema: variacionales 
M los problemas sobre el extremo de una función de un número 
inito de variables consiste en que en el caso variacional hay que 
investigar el extremo de una función de un conjunto infinito de 
variables. Por esto, la idea fundamental de los métodos directos, 
que созіне oomo у fue dicho más arriba—en que el problema 
variacional se considera como límite рага un problema sobre el 
ea de una función de un número finito de variables, es muy 
natural. 

L. Euler, en el primer período de sus investigaciones en el 
campo del análisis variacional, aplicaba un método, [lamado ahora 
método directo de diferencias finitas, Este método en lo sucesivo 
no se aplicaba en absoluto durante mucho tiempo, y sólo en los 
últimos tres decenios renació con éxito en los trabajos de los ma- 
tematicos soviéticos (L A. Luslernik, I. G. Petrovski otros). 

En la actualidad otro método directo, conocido por ef nombre 
de método de Ritz—en cuyo desarrollo fue introducido un aporte 
significativo por los matemáticos soviéticos (№. М Krylov, N. N. 
Bogoliubov y otros)—tiene una gran aplicación en la resolución 
de distintos problemas variacionales, 

Un tercer método directo, propuesto рог L. V, Kantorovich, 
el cual es aplicable a las funcionales que dependen de funciones 
de varias variables independientes, encuentra cada vez mayor 
ао en los mismos campos en que se aplica el método 

е Ritz. 

En lo sucesivo поз detendremos sólo en estos tres métodos 
directos, omitiendo las demostraciones de varios enunciados. Al 
lector que desee estudiar con más detalle los métodos directos 
que se aplican en la actualidad le recomendamos los libros de 
L. V. Kantorovich y V. 1. Krylov y de 5. G. Mijlin. 


$2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS DE EULER 


La idea del método de diferencias finitas consiste en que se 
consideran los valores de la funcional v[y(x)], por ejemplo, de 


VE y ах, иба), yla) => 
2 


no en las curvas arbitrarias admisibles еп el problema variacional 
dado, sino en las líneas quebradas formadas por un número n dado 
de segmentos rectilíneos cuyas abscisas de los vertices están dadas: 
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жу Ах, җ-}-?Ах,..., Xo (11) Ax, donde Ax = E= (fig 10.1). 


En estas quebradas la funcional v[y(x)] se transforma en una 
función Ф (Ya: Ya» улса) de las ordenadas Ya. ys., Yui de 
los vértices de la quebrada, puesto que ésta queda delerninada 
por dichas ordenadas. 


Fig. 101 
Escojamos las ordenadas Yi. Ya» .... у. de modo que la fun- 


ción (Yu Ya > 
Yu Yao -ree aa 


Yu) tenga un extremo, cs decir, determinemos 
lel sistema de ecuaciones 


00-0, 0-0, с ¿ph 0, 


luego pasemos al límite para n— ос. En el limite se obtiene — 
imponiendo ciertas limitaciones a la función F—la solución del 
problema variacional, 

Sin embargo, es más cómodo calcular el valor de la funcional 
wly(9)] en las quebradas indicadas más arriba en forma aproximada, 
por ejemplo, sustituir en el problema simple la integral 


аена | 
кө, к ае УУ (ў Р(х в) de 
ЕЯ 
рог la suma integral 


ру F (xnu £) Ax. 


Deduzcamos, en calidad de ejemplo, la ecuación de Euler para 
la funcional 


ошо } Р(х, y, yax 
5 
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En este caso en las quebradas consideradas será 
©! 
AO Ye о. 90 Уу Р(х yp КЕИ) мч. 
= ^ 
Como de y, dependen solamente dos sumandos de esta suma: 
el ¿ésimo y el (1—1)-ésimo, 


F (xn p 0) ax y (хаа. м LEPE a, 


Ах 
las ecuaciones ЖЁ = 0(Г= 1, 2, .... п—1) toman la forma 
Fals gp LE) Se- Fy (o yn UTE) (зе) Art 


Р, (ti Yoo м! ție (i=l, 2, ..., (3—1, 


p du 
р, (х. 0 e) 


3. d К? 
‚(юк ) 
o bien 


Pasando al limite para п о, se obtiene la ecuación de Euler 
PEF, =0 


a la cual debe satisfacer la función y(x) buscada que reuliza el 
extremo, Análogamente se puede oblener la condición necesaria 
fundamental de extremo en otros problemas variacionales. 

по se efectúa el paso al límite, del sistema de ecuaciones 


SL =0(=1, 2, ..., п—1} se pueden determinar las ordenadas 
lo Yes y buscadas, obteniendo asi una quebrada que es 


la solución aproximada del problema variacional. 


$ 3, METODO DE RITZ 


La idea del método de Ritz consiste en que los valores de cierta 
funcional v[y(x)] se consideran по en las curvas arbitrarias adm- 
sibles del problema variacional dado, sino sólo en todas las com- 


binaciones lineales y,= У; 2,W,(x) con coeficientes constantes po- 


E 
sibles formadas por las n primeras funciones de cierta sucesión 
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elegida de funciones 
М, (х), М0), Voto, -- 


Las funciones y, = Ў.а (х) deben ser admisibles en el problema 


considerado, lo cual impone ciertas limitaciones a la elección de 
la sucesión de funciones Мх). En estas combinaciones lineales, la 
funcional о [y (х)] se transforma en una función p(%, «з, ..., %) 
de los coeficientes œ, %a, ..., ал. Estos coeficientes se escogen 
de modo que la función P (01, а,, ..., %,) tenga un extremo; еп 
consecuencia, эд, а„ ..., Œ, deben ser determinados del sistema 
de ecuaciones 


Pd (i= 
8060—12, ..., п). 
Pasando al límite рага n— оо, se obtiene —en caso de que 
exista el limite—la función у= Уо; (х) que es (bajo ciertas 


E 

limitaciones impuestas a la funcional о (y(9] y a la sucesión W; (x), 
W(x), ..., 10, (0), ...) la solución exacta del problema variacio- 
nal considerado. Si no efectuamos el paso al límite, sino que nos 


limitamos sólo a los л primeros términos 9. $e Wla), oblene- 


mos una solucion aproximada del problema variacional, 

Si por este método se determina un mínimo absoluto de la 
funcional, el valor aproximado de dicho mínimo se halla por exceso, 
puesto que el mínimo de la funcional para funciones admisibles 
arbitrarias no es mayor que el mínimo de ésta para una parte de 


esta clase de curvas admisibles: las curvas del tipo y„= Дем. 
\ 


Al hallar рог el mismo método un máximo de la funcional se 
obtiene, por las mismas causas, una aproximación por defecto de 
dicho máximo, 


Para que las funciones y,=3]0,W,(x) sean admisibles, ante todo 
2 


es necesario satisfacer las condiciones de frontera (tampoco hay 
que olvidarse, claro está, de las otras limitaciones que pueden 
imponerse a las funciones admisibles, go ejemplo, limitaciones 
sobre la continuidad о la derivabilidad). Si las condiciones de 
frontera son lineales y homogéneas, рог ejemplo, si у(х) = y (я) = 0, 


o bien 
Вих) Bay (х) = 0 (10,D, 
“donde las Бу, son constantes, еп el problema más simple, lo más 
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sencillo es escoger las funciones coordenadas de modo que satisfagan 
п 

aW (x) 

para œ; cualesquiera también satìsiarán las mismas condiciones de 


frontera. Supongamos, por ejemplo, que las condiciones de frontera 
tienen la forma и (хо) = у (х,)= 0; entonces se puede tomar 


М (хо 0) g (А) 
como funciones coordenadas, donde Ф; (х) son ciertas funciones 
continuas, o bien 


Wa (9= sen ME (6=1, 2, ...), 


estas condiciones de frontera. Esevidente que entonces y, 


u otras funciones que satisfagan las condiciones 
ЛУ, (ка) =W(x)=0 


Si las condiciones no son homogéneas, por ejemplo, у(х) = Yo, 
(х1) == Ys, donde por lo menos uno de Jos números y, Ó y, es 
diferente de cero, lo más sencillo es buscar la solución del proble- 
ma variacional en la forma 


„= Saw, (+ 10 (х), 
fh 


donde 10 (х) satisface las condiciones de frontera dadas, W, (x,)= 
— Um МИ (у) ==, y las demás W,(x) satisfacen las condiciones 
de frontera homogéneas correspondientes, es decir, en este caso 
ТИ, (хо) = 0 (х1) = 0. Es evidente que con esta elección las funcio- 
nes 1,(x) salisfarán para а, cualesquiera las condiciones de fron- 
tera dadas. Como función W(x) se puede tomar, por ejemplo, la 
función lineal 


ino) 


La resolución del sistema de ecuaciones ЕЯ =0(i=1,2...,1) 


es, en general, un problema muy complejo. Este se simplifica 
considerablemente si se estudia el extremo de una funcional y 
cuadrática respecto a la función incógnila y a sus derivadas, pues- 


to que en este caso las ecuaciones 5-0 (0=1, 2, ..., п) son 
lineales con respecto а a, 
La elección de la sucesión de funciones Wa, Was... Was o., 


llamadas funciones coordenadas, influye en forma considerable en 
el grado de complejidad de los cálculos wleriores; por esto, el 
éxito de la aplicación de este método depende mucho de la elec- 
ción adecuada del sistema de funciones cuordenadas. 
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Todo lo que acabamos de exponer se aplica también a las 
funcionales ole жь +... Xp] —en este caso, claro esta, las 
funciones W, deben depender de las variables Xy. Xp, ..., Xp — asi 
como а las funcionales que dependen de varias funciones. 

El método de Ritz se aplica frecuentemente para la resolución 
exacta o aproximada de problemas de la fisica matemática Por 
ejemplo, si se pide hallar en cierta región D la solución de la 
ecuación de Poisson 


GI y 


рага valores dados de z en la frontera de la región D, se puede 
sustituir este problema por el problema variacional sobre el exire- 
mo de una funcional, para la cual la ecuación dada sea la ecuación 
de Ostrogradski (véase la pág. 322) En el caso considerado esta 
funcional será 


ҮШ + эшо. ја 


La función z, que realiza el extremo de esta funcional, se puede 
hallar por cualquier método directo. 

Los problemas de la física matemática se reducen con frecuen- 
cia al estudio del extremo de funcionales cuadráticos con respecto 
a la función incógnita y a sus derivadas y, por lo tanto, como 
fue indicado más arriba, la aplicación del método de Ritz en este 
caso se simplifica 

El problema de la convergencia de las aproximaciones obteni- 
das por el método de Ritz a la solución buscada del problema 
variacional, asi como de la apreciación del grado de exactitud de 
estas aproximaciones, es muy complejo. Por esto aquí nos limita- 
remos sólo a algunas observaciones. recomendando al lector 
que desee estudiar este problema con mayor delalle los libros de 
Mijlin y de Kantorovich y Krylov 

Tomaremos, para fijar ideas, la funcional 


olyw]= үкө, ко, y (dde 
$ 


y supondremos que se estudia su minimo. Consideraremos que la 
sucesión de funciones coordenadas W,(x) Wa¿(x), .... WCO, 

es completa en el sentido que cada función admisible puede ser 
aproximada con cualquier grado de exactitud en el sentido de 


proximidad de primer orden por una combinación lineal $'a, W, (x) 


© 
de funciones coorden adas, donde n es suficientemente grande En- 
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tonces es evidente que рог el método de Ritz se pueden obtener 
Ym ===. donde „= Уо (х), que 
É 


las funciones gy, 


=й 
formen la llamada sucesión minimizante, es decir, la sucesión para 
la cual los valores de la funcional 


vinl vlys. е) 
convergan al minimo, o a la cola inferior de los valores de la 
funcional v[y(x)]. Sin embargo de la relación lim о[у, (х)] = 


= min v[y(x)], no se deduce de ningún modo que lim y, (x)= y(x). 


La sucesión minimizante puede no tender a la función que realiza 
el extremo en la clase de funciones admisibles 
En efecto, la funcional 


о[и, A= $ Fix. ш, (х), yx) de 
puedo diferenciarse poco de 
Оа их). y (dx 


по sólo cuando y, (х) sea cercana а у(х) en el sentido de proxi- 
midad de primer orden en todo el segmento de integración, sino 


y 


Fig. 10.2 


también cuando las funciones y,(x) е y(x) o sus derivadas se di- 
ferencien considerablemente en partes suficientemente pequeñas del 
segmento (хо, xı), permaneciendo cercanas en el resio de dicho 
segmento (fig. 10.2). Por esto la sucesión minimizante s, Ya. --. , 
Bi... puede no tener siquiera límite en la clase de funciones 
admisibles, a pesar de que las funciones Y Up +0» + дь... Sean 
admisibles 
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Las condiciones de convergencia de la sucesión y, oblenida por 
el método de Ritz a la solución del problema variacional y la 
apreciación de la rapidez de la convergencia para funcionales 
concretas, que se encuentran con frecuencia en la práctica, fueron 
desarrollados рог N. M. Krylov y N. N Bogoliubov Así por ejem- 
plo, para las funcionales del tipo 

А 

о (рди? е (А ГОИ йс 0 (0000) 0, 

р 
donde pir) > 0; q(x)>0, que se encuentran con frecuencia ел las 
aplicaciones, fue demostrada по sólo la convergencia de las арго. 
ximaciones que se obtienen por el método de Ritz a la funcion 
yo) que realiza el mínimo de la funcional, para las funciones 
coordenadas 


W,(x)=Y 2senknx k=l, 2, ...), 


sino también fueron obtenidas acotaciones muy exactas del error 
1и) Y, 601 > 

Citaremos una de estas acotaciones del máximo de |у(х\—у„(х)| 
en el segmento (0.1): 


т 
a iron 
П тахф(х) |4 
таит чах Оо + гда | жушт * 
x [mor] + Emaxguo+amin pco] Ye 


Incluso en esle caso, relativamente sencillo, la apreciación del 
error es muy compleja. Por esto, para la acotación de la exactitud 
de los resultados obtenidas por el método de Ritz a por otros mé- 
todos directos, por o general se aplica el siguiente método, imper- 
fecto, claro está, teóricamente, pero suficientemente seguro desde 
el punto de vista práctico: después de calcular y, (х) € у(х), se 
comparan entre sí en varios puntos del segmento fo xh Si sus 
valores coinciden en los límites de la exactitud exigida, se considera 
que la solución del problema variacional considerado es igual. con 
la exactitud indicada, a y,(x). Si, en cambio, los valores de y, (x) 
€ уел (х) no coinciden por lo menos en algunos de los puntos es- 
cogidos en los límites de la exactitud dada, se calcula Ya (х) у se 
comparan los valores de Y, + (%) € Ya 202). Este proceso se continúa 
hasta que coincidan los valores de „т! € Ynsgyu(x) en los li- 
mites de la exactitud dada. 


4) Vease el libro de Kantorovich y Krylov. 
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Ejemplo L Al estudiar las oscilaciones de una cuña lija de espesor 
constante (fig. 10:3), hay que analizar el extremo de la funcional 


{ каки вух, yu) =p (1)=0, 
; 


donde а y b son constantes positivas. Como funciones coordenadas que satisfagan 
las condiciones de frontera se puede tomar 


te 1), (к рх, б 1 
Im, ..., 
por consiguiente, 


„= Yaya Ip 7 Я 
^ A 
Lumitandonos sólo а los dos primeros terminos, 
tenilremos 
0—10 (0, +. Fig 103 
entonces 


Ñ 
vime раје Jar (ar + 2m 40 — br (к DMA ах} э 
; a 


ао аа вава] + q 
po 


Las condiciones necesarias de extremo Zè = =O toman en este caso la forma 
a 


(2 b 2 b 
(бе) at (59у) 0 
Рага obtener soluciones dilerentes de la solucion a, = а == 0, la cual corresponde 


a la ausencia de oscilaciones de la cuña, es necesario que el determinante de 
este sistema lineal homogéneo de ecuaciones sea igual а cero 


о bien 


b 2 b УЫ 
в) (54—18) =e 
Esta ecuación se llama ecuacion de las frecuencias. Esta determina la frecuencia b 
de las oscilaciones propias de la cuña, que se describen por la funcion 

ибх, t1=9(x) cos bt 
La menor de tas raices ò у b, de la ecuación de las frecuencias da el valor 
aproximado del tono principal de las oscilaciones de la cuña. 
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Ejemplo 2, En los problemas relacionados con la torsión de нп cilindro 
о de па prisma, hay que analizar ol extremo de la funcional 


vlet, =) (E Hey] arov- 


Para us cilindro de sección Iansversai eliptica ta región Че integración D estará 
limitada por 'а elipse 35+ ур = 
coordenada, xy, se obtiene 


L En este caso, tomando sólo шпа función 


a ay, o(2)=0 =-—1(04 1)? +(9— ПЫ 


La condición necesaria de extremo Ži «0 toma en este caso la forma (a-- Nat p 


-+'a— l =0, de donde 
Pe Bat 
a A 


Ejemplo 3. Si en las cundiciones del ejemplo anterior la regen D es 
un restangulo de lados 2a y 2b, ax a —b < ub, entonces lomundo 
ху, xu, уйу, como funciones coordenadas, єз desir, haciendo 


YY Har Y, 
se obtiene 


ГЕ Í ШО кна) | а= 


= зоне онан FHE) ы С +Ё)я+ 


аео а адел Паз 5-а аа — 


аа; H 08-5. аз 9 (al A D) ж, оу 
д 


Las condiciones necesarlas de extremo 2-0. o, 9з =o permiten cal 


TS 


cular ад, g у а 
a,m 1040003135040) 
AAN 
З (Заа -Ъ 355!) 
== RA Жш (а-у 
1% (350% + 363) 
AAA ANA ' 


Ejemplo 4. Hallar la solución de lə ecuación 
етн ГД 


dentro del rectángulo D, 0а, 0<у<5, que se anule en la frontera de D. 
Se supone que la función f(x, y) se puede dessrrollar en serie doble de Fourier 
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que converge uniformemente dentro del rectángulo considerado: 


Ha m= Y, Sigm Ese 


КЕРЕ 


Este problema de frontera se puede reducir a un proble 
escoger una funcional para 


'arracional, es decir, 
ual la ecuación dada sea la ecuación de Ostro- 
gradski, у luego hallar, mediante algún metodo directo, la función «que realiza 
el extremo de esta funcional, hallando así la solución del problema de frontera 
inicial Como se comprueba Їасцтелќе, 


ды ды 
Бада”! ® 
es la ecuación de Ostrogradskı para la funcional 


ШЫТА "= {| 
8 


(včase la pág. 322), La condición de frontera se mantiene, 2=0 on la frontera 


A 
Увца, »] ds dy 


de la región D. Esludiemos el extremo de esta funcional por el método de Ritz 
Tomenios сото sistema de funciones coordenadas а 
sen m TE sen n TE (m, amai, 2...) 


Cada una de estas funciones, asi como sus combinaciones lineales, satisfacen la 
ión de frontera 2=0 eu la frontera de la región D. Estas funciones (д 
n poseen la propiedad de ser completas. Tomando 


E Forros Boa, 


tendremos. 
т 
el СЫМ 
М 
+}, Ў, вынер vn 3] drave 


Este resultado puede obtenerse facilmente si se considera que las funciones coor- 
donadas sen р EE seng 52 ip, 4—1, 2, +.) forman un sisteima ortogonal en la 
reglón D, es dec 


(ар sen ж E sen q, Fl da dy 
Vf sen o TE sen g p np епз у da буа 
б) 
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para cualesquiera р, q, Pu qu enteros posilivos, a excepción del caso р=ру y 
{= Para рер у ggn зе obtiene 
х 


[еә seng a do 
б 


Por esto, de todos los términos bajo el signo integral doble, igual a v Iz, ml 
МОКЕ Дө len que саны ы чын de А 


EN senp E созд ЖЕ y cosp E seng 32. Esevidente quev [2an] 
es una función 9 (ази, ар, «ss Cam) de los coeficientes ац 
cuales se determinan de la condición necesaria fundament 
ар 
001, 2 591,2 т) 
ет 
Este sistema tiene en este caso la lorma 


аца sser Шаа» 199 
ме extremo 


кеше 
а о) Вано 2 
de donde 


Por consiguiente, 


тол 
iy B, п р? 
Ў У жак"? 0 
пат агг 
Pasando al timile рага a y m tendientes а infímto, se obliene en este caso la 
solución exacta; 


7 Boa 
> sap E seno. 
AO 
eelgsl b 


en 


$ 4 METODO DE KANTOROVICH 


Al aplicar el método de Ritz a las funcionales [2(Xp, ху... х„] 
que dependen de funciones de varias variables independientes, se 
escoge un sislema de funciones coordenadas 


We хь... ы), Wa lio хь... а), o Palo а ado oo 


y se busca la solución aproximada del problema variacional en 


la forma „= $a, ьа, Xa ..., Ya). donde 105 coeficientes oy 


son constantes. 
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El método de Kantorovich también exige la determinación de 
un sistema de funciones coordenadas 


Л A E ACA AN EA + 
y la solución aproximada también se busca en la forma 


эд йу Lo с, Xali 


sin embargo, los coeficientes о, (х,) no son constantes, sino fun- 
ciones incógnitas de una de las variables independientes. La fun- 
cional о [2] se transforma, en la clase de las funciones de la forma 


А 
Za м), х 


en una funcional ё [а (х), а, (х0, ..., а„(х)] que depende de m 
funciones de una variable independiente 


Л 


о (д. ах}, ..., 06 (А 


Las funciones од (х), о (х), .... An (х) se escogen de modo que 
la funcional y tenga un extremo. 

Si luego de esto se pasa al límite рага m-— оо, se puede 
obtener, bajo ciertas condiciones, la solución exacta. Si no se pasa 
al límite, por este método se puede obtener una solución aproxi- 
madu y además, en general es mucho más exacta que al aplicar 
el metodo de Ritz con las mismas funciones coordenadas y con 
el mismo número m de términos 

La mayor exactitud de este método se obtiene en virtud de 


que la clase de funciones о, Xg ЛЫ CON 
а, (х) variables es mucho mayor que la clase de funciones 


соп «œp constantes y, en consecuencia, entre las funciones del tipo 
Г 
Za AA) Wo хы... Ka) 
а AO Wi ха 


se pueden escoger funciones que aproximen mejor la solución del 
problema variacional, que entre las funciunes del tipo 


aW „(ха Xe -..,х„), donde las о, son constantes. 


aa Capitul» X_ Métodos directos en los problemas variacionales 


Supongamos, por ejemplo, que se pide estudiar el extremo de 
la fimcional 


A а} 
v=) | efanz ж. ака, 
tomada sobre la región D delimitada рог las curvas у pt), 
y=) y por las dos reclus x=x, y x= x, (fig. 10.4) En la 
irontera de la región D se dan los valores de la función ziv, y) 
Escojamos la sucesión de funciones coordenadas: 


Wi 0), Wil hc Watt 0), ooo 


Limtándonos primeramente a m primeras funciones de esta su- 
ceston, buscaremos la solución del problema variacional en forma 


Fig 104 


de la suma 2.= Уа) В, (х, 0, o bien, cambiando la notación 
aty) por la о, (25, se obtiene: 

209, DEUNAW, 0) иа (А) М бх, ИЙ-+-...--ш„(х)!Ў„(х, 0 
donde las W, son lus funciones escogidas, у иу, las incógnitas, 


que determinaremos de modo que la funcional о tenga un extremo. 
Se tiene 


y mg з 
бы, иба $ Flu y, atn 9 ба. e) dy 
Le 
Como la función subintegral es una función conocida de y, la 
integración por y puede ser efectuada, y la funcional о [2„(х, y)] 
sera una funcional de la forma 
ое, J= Lp шк}... aldo ш... ahde 
М 
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Las funciones uy (a), и. (х), ..-. ш, (0) se eligen de modo que la 
funcional о [г (х, y)] tenga un extremo. En consecuencia, u; (x) 
deben satisfacer el sistema de ecuaciones de Euler: 


Las constantes arbitrarias se eligen de modo que г„(х, y) satisfa- 
gan las condiciones de frontera dadas en las rectas x= xa y х 


Ejemplo 1, Analizar el extremo de la funcional 
ТӨ “-}\ (1: ( (Ж +( $) 22] dz dy; 


además, z=0 en la frontera de la región de integración. Dicha regíán es el 
тало сахара, bauch Та colación se busa en da forma 
zı (B> — y) u (x); entonces las condiciones de frontera seran satisfechas en las 
E дыд рио vie a igual a 


ПИЕ { [нази -3e ax 


La ecuación de Enler para esta Tuncional 


u=C,ch Y кезе sh Vi 


Las constantes С, y С. se determinan йе las condiciones de frontera ¿(—21= 
=z (a) ==0, de donde C¿=0, С, 


+ y oblenenos en deli- 


оша: 
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por consiguiente, 


Si es necesario obtener una respuesta más exacta, э: piede buscar la solución 


en la forma 
== (PG e (0) 00—07 н 00 
Ejemplo 2 Hallar la solución conlinua de la ecuacion Az== 1 en la 
region 0, que es un trióngulo equilátero delimitado por lus rectas y= E А 
у х= (hg, 10.5), que se anule еп ta fruntera 
y de esta región 
La cclación Аг——1 es la ecuacion de 


Ostrogradaki рага la funcional 


+(3) —2:] 7] 


y 2=9 en la fronters de la región de integra- 
ción. Según el método de Kantorovich, busca- 
Ещ. 105 remos la primera aproximación en la forma 


а-ин 


Eligiendo zı de este modo, las condiciones de frontera se satisfacen en las 


La funcional  (2,], luego de efectuar la integración con respecto з y, toma 
la forma 


e 
vial „Зу [отт Похчш 430%? 4-15л3и) ах. 
è 


La ecuación de Euler para esta funcional será PU Sa Las ecua- 


слопев lineales de este tipo en la teoria de las ecuaciones diferenciales se Naman 
ecuaciones de Euler (pág. 114). А 


Una solución particular de esta ecuación no homogénea es evidente: u =—7 


La solución de la ecuación homogénea correspondiente se busca en la forma 
«=й, y se obtiene en definitiva CC Como cerca del punto 


$ 4. Método de Kantorovich 47 


х=0 la solución u debe ser acotada, С, debe ser escogido igual а cero; ademas, 
Че la condición u(6)=0 зе obtiene Су=— ау. De еме modo, 


3 к 
lr») 

Observación. Para la resolución aproximada de problemas 
de frontera se aplica con frecuencia otro método directo, no varia- 
cional, еі método de B. С. Galiorkin. Este es particularmente 
cómodo en la resolución de problemas lineales de frontera, 
puede ser aplicado también a muchos problemas no: lineales. Para 
fijar ideas, expondremos el método de Galiorkin aplicado a las 
ecuaciones lineales de segundo orden 


Ирод +4 (ду О) (10.1) 
que se encuentran con particular frecuencia en lu práctica, con las 


condiciones de frontera у(х,) = 0, y(x)=0 (las condiciones de 
frontera no homogéneas у(х.) = Ya. ни yn se reducen fácilmente 
о 


a 


a las homogéneas mediante el cambio de variables 
AA 
Escribamos la ecuación 110 [) en forma compacta como 
Lw=Hx 
Tomemos un sistema de funciones continuas 
A A (10.2) 


linealmente independientes que satisfacen las condiciones de frontera 
Wp (41) = 00, (ху) = 0 (n= 1, 2, ...), completo en el segmento [xp, xy] - 
Buscaremos la solución aproximada del problema de frontera en 
forma de la combinación lineal de las primeras л funciones del 
sistema (10 2): 


Р 
==. 


Se sustituyen las y, en la ecuación (10.1) y se eligen los соеїісіел- 
tes a (1=1, 2, .. , л) de modo que la función 


(Est) 100 


sea ortogonal en el segmento |х, x| а cada función w;(x) (t=1, 
р ‚т: 


(® ао) аео f=1,2 00,0). 003) 


таъ ома 
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Es natural esperar que y, tienda para п — ос а la solución exacta, 


ӯ =й w. 


puesto que si la serie obtenida converge y puede ser derivada dos veces 
término a término, la función L (9) —/ (x) es ortogonal en el segmento 
ix» х] a cada función ш, (х) del sistema (10.2), y como dicho 
sistema es completo, entonces 2. (0) — [(хђ==0; esto” precisamente 
significa que ў es la solución de la ecuación (10.1). Es evidente 
que ў satisface también las condiciones de frontera ў(х) = ğ (x,) =0 
(puesto que todas las 1, (xp) = w; (х) =0) . 

Muy raras veces se pueden determinar todas las а, del sistema 
(10.3) lineal con respecto а éslas y pasar al límite para л — оо; 
por esto, por lo general hay que limitarse a un n finito, y además 
ande (n=2, 3, 4, 5, y a veces incluso n= 1) 

este caso, claro está, hay que tomar sólo n funciones ш (х); 
por esto, la condición de sue el sistema sea completo no es nece- 
saria, y hay que elegir dichas funciones sólo de modo que sean 
linealmente independientes y que satisfagan las condiciones de 
гопіега 


w (xo) =w; (ху) = 0. 


Con frecuencia se toman polinomios en calidad de estas funciones, 

llamadas funciones coordenadas: 

(охо) и), (о)? (к), (х)? (х—х, 
эө 0)" (х) 110.4) 

(en este caso es cómodo trasladar el origen de coordenadas al punto 

хь y entonces x,=0 en (10.4)), о bien funciones trigonométricas, 


sen "Мыш. (ami, 2, ...) 


Este método es aplicable a las ecueciones de cualquier orden п, 
a los sistemas de ecuaciones y a las ecuaciones en derivadas par- 
ciales, 
EJERCICIOS DEL CAPITULO 10 


1. Hallar la solución aproximada de la ecuación 3г=—1 dentro del cna- 
а да 


ay que se anule en la frontera de éste. 
El poblema se reduce al análisis del extremo de Ja 


MOCOS 


Se puede buscar la solución aproximada en la forme 
nmatay). 


бадо 
Indicac 
funcional 
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2. Hallar la solución aproximada del problema sobre el extremo de la 
funcional 
П 


otya) J= | а 0ке 0а и) (100. 
і 
Indicación, Puede buscarse la solución еп la forma 
а) аа аца Papa 


efectuar los cálculos para n=l 
3. Hallar la solución aproximada del problema sobre el mínimo de la 
funcional 


| 
vty tx} l= | P2) dx, y(0)=y(1)=0 
č 
y comparar con la solución exacta. 
Indicación La solucion aproximada puede buscarse en la forma 
= х(1—х)(®-Еах-Ь+.. Hay), 


efectuar los cálculos рага n=0 y para n=l. 
4. Hallar la solución aproximada del problema sobre el extremo de la funcional 


ма (ни) 
? 


y()=y(2)=0 


y comparar con la solución exacta. 
Indicación. Puede buscarse la solución en la (оппа 


у=а(к—1(х—2). 


5, Haller por el metodo de Ritz la solución aproximada del problema sobre 
el minimo de la funcional 


чи (х= \ (y? 024 2х0) ах, y (0) = у (2) =0 


y comparar соп Ja solución exacta 
Indicación, Véase el ejercicio 3. 
6. Hallar por el método de Ritz la solución aproximada de la ecuación 
diferencial убу = х, y(0=y(1)=0. Determinar у(х) е Ya (х) y comparar 
sus valores en los puntos x=0,25. 1=0,5 y x=0,75. 


Respuestas e indicaciones a los ejercicios 


DEL CAPITULO 1 


1 апу совка, 2, Oe ye dm me A у 4 


H, 1. y -ecosx+sen В. е*—еУ =c 


meme та Pegy 1 ее 7 18. Зе puode introducir 
кэ» seu h, 


un parámetro, haciendo у^ = cos £ { М a S yaer EL, solución 


pp +% 
gula = A А la и т 
singular 4х. 16, аа 17. La ecuación es lineal соп respecto 
rip a 
arva х=. и, | 3 19 Las tuperbolas 
A ар [9 


=e 20. La exunción diferencial dle las curvas buscadas es Loy! Res 


puesta у == сх, 24. La ecuación diferenelal ile las curvas buscadas es y—xy" — a 
Respuesta; ymex—xin| z]. 22. M+y'—2ey=0. El problema se resuelve un 
forma especialmente sencilla en coordenadas polares 23. La ecuacion ¡iferencial 


det problema = ат Fespue.ta: dentro de 1 hora. 24. La ecuución 


diferencial del problema es $= „ donde о es la velocidad. Respuesta u= 


220,466 km/h. 25. Si se ubica el origen de coordenadas en el punto dado y se 
dirige el eje de las abscisas en forma paralela a la dirección dada en las zon 
diciones del problema, la ecuación diferencial de las curvas surando las cuales 


VER 


se forme la superficie buscada, tiene la forma y” 


y 
de—dp=0, donde p= ЗЕ). Respuesta: io sección axial de la superficie 
buscada se determina por la ecuacion 1 = 2ех—_е® la superficie es un arabo 
\оійе de revolución. 28. y=2sen(x—C). 27. La ecuacion diferencial de las 


(о bien 
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curvas buscadas es y'= — 2. Resp iesta: las hipérbolas ху == с. 28. (x+y +1} = 


=cu—y+3) 29. и ең. 30. (0,5) 008 31. y(06) = 0,07 


32, 000,02) = 1.954: y (0,04) = 1,970; 000,06) = 1,955; — y(0,08) = 1,942; 
‚930. 000,12) = 1,917; у(0, 1,907; y(0,16) = 1, у (0.18) = 

ж 1886, (0,20) = 1,877, y(0,22)= I 0005 1,861; у (0,20) œ 1,854 
с 


х= 5+2, 


e y=0. 34 r4 


- M. удаа 42 No bene 4. reat 4, аЗ 45, ге 
D 


a 
ав. хә! 47. p= х1 ey + 48. No existe solución real 49. 3x— 


— Ay Hlm 50. хе за Bla vatt y la solución singu- 
Te a 

lar ymt Б у— Т, m0 im t 

llia de cicloldes. Solucion singular: y=a. Indicación: es cómodo 
parámetro £, haciendo у ест 5% ЗОИ хус 


E e жыр ааа = 
н уза * oee 57. *+ш-аб—бх—2у=с 58 у 


sen 20, yq (1—00 шу 


que ex una fa 
introducir ш 


тутуу * 90 89 ml y плес 60. By ах 5и сексе, 


61, рула Лус 62, у= с 10). 63. Parto 64. ушс(х+а+с y 


uta 
4 


la solucion singular у=— 6 pi e y, 


Sa i 
eag © y 


ии eano 2 


teost 


Lo ys lO 2 rc cosie sen 4) cos 0 


cos! 1 
* a A mr созд husen re El 
(иса +64 4 srt +r Tani 


1 . 
Arde x 


арса 00. rar 


ò ун 


П 
tarty 6 y=asnrtawosriyehr Ру 


xetan кеч. 


Жина MO yma сеза e cos Rete sen 2e ih et 


ys ++ Ia e 
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A фед, 05. a Sr 
учат 
а ЕЕ 
+). вео 040 аб (Т. y=x 
т + 


+ 


М t 
(aia 
4 EF 


18. з= (зан)! 19. рес cos ac sen xl 4x cos x—sen x la] епх| 


20. u= -hes 21. La ecuación diferencial del problema es Se=, o bien 
Е 


та donde ғ es la distancia del centro de |a Tierra hasta el cuerpo, о es 

Ta velocidad, k= —6400'g Respuesta: y æ 11 km/seg, > ин diferencial 
ү М 

«е movimiento es йт=—&+Ё T) + Respuesta: к= Inch g l- 28- La еца. 


ción dilerencial Sa movimiento «ж-н о bien Ste " Respues 
2 
ш: i= Y En (6+ УЗ). 24. ‚ут CI 25. з=—р-2— 


My + 
A (е 7) 28. x= Acos yE. 27. xma cos Y 2. Lo 
ecuación diferencial de movimiento es W+Ak—hoE=0, 4>0. Respuesta: x= 


Л)" епн 


і 
T vd 
30, cla V TFE: RR Deco 31. ресс. A 


з. rea osipa нп з соз + кэп. з. umr (atar 


qete м. э-н 7 (aos Kreen 0 Уан 
moss тне 


3. иес созхо вел). ааа 
жары ва 309. аны). Mama пои) на 38. и 
===——==+@ 39. La ecuación diferencial de movimiento es тї = mg — х. 


22: 
Respuesta: x= 7:96 (7 


/ азаа 


угап (79:1 е donde v=x 41. рсе ott 
h 
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Horta. 1. аа сов оа е атг — h cost. 
48 y=acosn(l+j+asnin( +++ In(l+x) 4 х= 

S (2—лїугеп nf — 2n cos nf а Y faja дар 
A S El e 906+ 
1 =ч], donde а An у б„ son los coeficientes de Pourier 


de la función f (f). 46. o +300s 2) 47. y= tee 


YE YE 
+xy—ym0. 49, rea cos ГЕР YE ) +e T (acos E + 


4. пи + 


Hessen KE Jen De rar (a+z)e+ 


talta Bt. x= A A 5. уч 
бтз" 6 


х А 
кы cerro? (a cos рн Y») + Ha cta х+ампх 


хЁ?з)+ M иеа адное атаа Те 


56, ymor а? сыс. 56. вне) 57. унесу созх + 


snr sndr 1 1 
ап e за уз 5, 80, yma. 


DEL CAPITULO 8 
хеп у= соз. 2.128, y=. 3, хес НУТ) Фоа ҮТ). 
жереб se halla ya partir de la primera ecueción: pme! — $ Бе. 


' Е 
ахо + Ta cl, ка 2 1) тууз se determinen de las ecua- 
clones: n=, =й AS М, б. к=з сов еп 


y=—asnttacost 7. уса (8; га [а/а tao]. 
8. хугас, Pp cal eel, уш су! eo, а= сү! — 


ж, Боре, Wat, as И. хесусов (+0 sent — 
de 


— tios t+sentIn|sent). y se delermina de la ecuación y=F—1, 12 P= 
mmen у—к—1=с 18. racete tsent yama Hae! 14. xaet, 
y=. 15. 00) ж 0,047 18. r= (c cos t+ sen l), gme"! (cy sen (— соь) 
17 x=2e iaa, у= десс, 18. хее ерд cos (+ Les зеп}, 
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y= еу) соз (с, азва, 19. rme ti ва с)е 1с 
2=у—00, 20. х+у+т=шо, y= 21. “yt Ac мш 
эъ хает" 

о ерон, 


DEL CAPITULO 4 
1 El punto de reposo es asiatóticamente estable. 2. El punto de reposo 


ев inestable. 3. Para а < —-} el punto de reposo cs asintóticamente estable, 


para a=—.L, estable; para а> р. inestable. 4, Para а<с0 el punto de 
reposo es asintóticamente estable; рага œ > 0, inestable 5. Para |< г<; 2, 
st, 90— VIE; paa 2<(<3, к, p——V I Ë, paro г>, 
xil fuma co. 6. x(t. ну a. 7. El punto de reposo es inestable. 8. El punio 
de reposo es estable. Ð. El punto de reposo es inestable. 10. El punto de reposo 


«з estable. EL. Montura. 12, La solucion periódica хе 1 сп —.2 08 £ es asin 


lúticamente estable. 13. Todas las soluciones, entre ellas las periódicas, son 
asintóticamente estables. 14. El punto de reposo es inestable. La función 
us. x*—yl satisface los condiciones del leorenia de Chetaey. 15, Todas las solu- 
ciones son inestables. 16. La solución х => es inestable. 17. Para |< ae 7, 
la solución х= 0 es asintólicamente estable Рага a=1 y рага a=2, la solución 
x2=0 es estable Para а >2 y рага х< 1, la solución кеъ es inestable 
18, La solución х ая 0, y==0 es estable з perturbaciones de acción conslas 
La (unción а= 424-34 satisface las condiciones del teorema de Malkin 19. La 
solución X(f)=0 es inestable. 20. Todas las soluciones son estables, pero по 
hay estabilidad asinlótica 21. Todas las soluciones son vstab'es, pero mu hay 
estabilidad asimtótica.. 22. La solución periódica x= СО 014 es imestabie. 


29. La región de estabilidad es 0 «с a « 1, la de estabilidad asintulica, O< ас 1 
24. La región de estabilidad es а „з 5, la de estabilidad asimtóli 


DEL CAPITULO 5 


а= Фк) 2 гр) 3.2=c Mix. ala 


A A тиек A а гы 
e ES 


14 
=D, wd. 9. z= yI 10. 2=y Y и. 
uE 0 18. D(t, 9 =0 М. Dirt, t=. 15. No 
se integra. 16. Dry + (2-6 бас, 17. amor 4o tson posibles tambrèn 


otras respuestas). 18. 2=ax-+by+a80* (lambién son posibles otras respuestas) 
10. zebra НИ (оп posibles también otras respueslas). 20. z= x sen a+ 
+ay+b (también son posibles otras respuestas). 21. х0 —3хуг=с 22, No 
exisle tat familia de superficies, puesto que la condicion (Р.о, F)=0 Ло se 


cumple. 23. La ecuación de las líneas vectoriales es 


=c x2=0% La ecuación 
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de las superlicies vectoriales es z=- 


(2). La ecuación de las superficies 
=xy-+1. 26. 2=%y 


Y 
ortogonales а las lineas vectoriales es xt Fc. 24. 
2, ¿Py ug 


DEL CAPITULO 6 


1. Las extremales son las circunierencias(r=—CP+4=CÍ 2, La integral 
no depende del camino de integración. El problema variacional no tiene sentido. 
3. No hay extremo en la clase de funciones continuas, 4. Las extremales son les 


hiperbolas y=—=L4C,. 5. и= Су зеп (4С). б.у E tarte 1. y= 


т 


Ск} б). 8. Ce Cena D у= Citt HCC cos 2 
+C, sen ж. 10, СС CHCH CC Mg 


tOo (Са+-Сђ задь се дуч, de donde z se determina fácilmente, 
ч _дч Фи |ды дш KED, 
12. RT 1з. tal noa 14, у= Сух Съ 


15, илр Сич Сат 18. ym CG eosten у= 


Са Суваа кз есапка 18 y= ina. 19 a 


=G Судев НС, HC sen SA, 2, у= Сечи 


i (сеа сИ.) т (caco PE stars Le) = 


DFL CAPITULO 7 


1. ра х para O< х& |i у= а—2 para 1 < х4, e v=x pora Оєсх ы; 
== —х +6 para 3< 154. En ambas quebradas la funcional fiene un mimmo 
nbsolulo. 2. No existe 3. Las quebradas que pesan por los puntos frontera cla los 


están formadas por segmentos de recta con coeficientes angulares V 3 y —1 T 
4 їл”! es decir, las extremales deben cortar a la curva = (ү, nor 


lu «ial se desliza el punto frontera formando un angulo de + В, ym 


|. 6. vila para varct: у= 4V SRF para E 


и 206—100 para E < xe 10, es decir, la corva está formado 


por un segmento de recta tangente э la circunferencia, un arco de circunturencia 
y nuevamente un seguiento de tangente a ésta 7. y=0. 8. Los arcos de 
rucunferencia. y= + Y 8х. 


PEL CAPITULO 8 


1. Para у= +! se liene un mínimo fuerte; 2. Para qas se fiene im 


minimo fuerte sl 0< а < т, si en cambio, u ><. nv hay mimmo 3. No 


4% Respuestas e indicaciones а los ejercicios 


hay extremo en las curvas continuas. 4. Нау un minimo fuerte para y=7— È 


3, Риз yml Вау on mínimo fuerte 6. Нау un máximo fuerte para y= 
=sen2x—l. 7. Para y= hay un mínimo fuerte. 8. Hay un mínimo fuerte 


para siage 9. Para y=sen 2х hay ш máximo fuerte. 10. En la recta y= 


Si у hay un minimo débil. 
1 hay un máximo fuerte 


Lex hay un mínimo débil. 11. En la recta 
„ и un mínimo débil en y=x. 12. Para у= 
14, Нау un minimo fuerte рага y= 555 


DEL CAPITULO 9 


жср смесе yA se determinan de las condiciones топша 
condición isoperimétrica. 4. роду) +004000 =0: #(@=0; у(х) == 0. 


La solución trivial == 0 по satislace la condición ани, y Jas solucio- 
nes nu lrivlales existen, como es sabido, sólo para ciertos valores de A, llamados 
valores propios En consecuencia, A debe ser un valor proplo. Una constante 
arbitrar! la solución general de la ecuación de Euler se ока de la 


condición y(0)==0; la otra, de la condición isoperimétrica 


y= + 2 еа плх, donde п es un entero. 2, 4=C,4Ca2; ее №, 3. у= Л. 
үт у 


min 
ра 
DEL САРІТШЬО 10 

Lo nega 0-9) И). Si es necesaria mayor exactitud, la solución 
puede buscarse en la forma з, = (22—09) 12—08) [aHa (CHP) 2 д 
=(«—1)*(0,1244+0,218%) 3. La solución exacta es у= 011—5, 4, La solución 
de la ecuación de Euler es y=3,6072 J, (4)-+-0,75195Y, (x)—x, donde Де Y, 
son las funciones de Bessel. 5. La solución exacta es у= 70-х 6, Si la 

jh busca en la forma yy=x(x—1)(ay + mat 

e еа HL е isa: жх (0—1) (6 


Á 
=x ‚о p=) Ol 
8x") К Е puntos аы ау: de citó, соп 
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